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La question qui motive ce travail est la suivante: 

Soient k un corps et X un k-schema. X possede-t-il des points k-rationnels? 

II semble evidemment sans espoir de repondre entierement a ce probleme, puisque cela 
equivaudrait a prouver d'un seul coup tons les enonces du type "Theoreme de Fermat" 
possibles et imaginables. L'objectif plus raisonnable que nous nous fixons ici est le suivant: 

Soient k un corps de caracteristique nulle et X un k-schema. Determiner 
des obstructions cohomologiques etales a I'existence de points k-rationnels sur 
X. 

Pour arriver a nos fins, nous utilisons les gerbes, introduites par Grothendieck et Gi- 
raud, mais fort peu utilisees depuis (sauf peut-etre par les Physiciens, qui se servent des 
gerbes abeliennes en theorie des cordes, cf. [Hi03]), ce qui nous semble otre une flagrante 
injustice. En effet, les gerbes apparaissent naturellement dans des problemes aussi nom- 
breux que varies, et dont nous donnons maintenant quelques exemples, en commengant 
par celui qui est au coeur de cet expose: 

Probleme central : soient k un corps de caracteristique nulle, X un A;-schema geometrique- 
ment connexe, et G un /c-groupe algebrique lineaire. Soient encore: 

P — >X ^X (^kk 

un Gx-torseur, ou: 

Gx = G Xgpec fc X et Gx = Gx >^x X. 

et k designe une cloture algebrique de k fixee a I'avance. On suppose que pour tout 
a G Gal (k/k^, il existe un isomorphisme de Gx-torseurs: 

ovL designe le schema obtenu par pullback a partir de a (Pautomorphisme de Spec k 
induit par a); autrement dit, le carre ci-dessous est cartesien: 

-fa 

ap >p 

□ 

Spec k r — ^ Spec k 
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Employant une terminologie propre a la theorie des revetements, nous dirons que le 
torseur P X est de corps des modules k. 

Le probleme est alors de savoir s'il existe un Gx-torseur Q ^ X te\ que Q ~ -P, ce 
dernier isomorphisme vivant dans la categorie des G^-torseurs sur X. Nous appellerons 
modele de P sur X un tel torseur Q ^ X. Si P possede un modele sur X, nous dirons 
qu'il est defini sur k. 

Supposons par exemple que G soit un /c-groupe abelien de type multiplicatif, et que X 
soit un /c-schema propre {e.g. une /c-variete projective). Alors la suite exacte a 5 termes: 

O^H^ {k, G) {X, Gx)^H^ {X, Gx) ^ ^ {k, G) ^ H^X,Gx) (1) 

(oil r designe le groupe de Galois absolu de k) deduite de la suite spectrale de Leray: 

= HP {k, RH^Gx) =^ {X, Gx) = Ep+i 

montre que I'obstruction a ce que P (qui represente une classe dans {X,Gx) ) soit 
defini sur k {i.e: [P~\ G im u) est mesuree par une classe vivant dans {k, G). Une telle 
classe est une (classe d'equivalence de) gerbe sur le site etale de k. 

Par ailleurs, sous les memes hypotheses, on a une interpretation en termes de type de ce 
probleme. On dispose en effet de la suite exacte a 5 termes introduite par Colliot-Thelene 
et Sansuc dans [CTS87]: 

{k, G) — > (X, Gx) Homr (g, Pic ^ {k, G) — > {X, Gx) (2) 

celle-ci etant deduite de la suite spectrale: 

EP''^ = Ext^ (d, m {X, =^ HP+^ (X, G) = EP+'^ 

Les suites exactes (1) et (2) sont canoniquement isomorphes (c/. [HS02]). On appelle 
type d'un Gx-torseur P ^ X I'image de [P] par le morphisme x de la suite (2). Plus 
generalement, on pent associer a tout G^-torseur P ^ X un type note rp, appartenant 

a priori a Hom ^G, Picxj; si de plus P est de corps des modules k, alors Tp est F- 

equivariant (c/. [HS02] 3.7). Dans ce cas, I'existence d'un modele pour le Gx-torseur 
P — > X est equivalente a I'existence d'un Gx-torseur sur X de type rp. 

Un probleme tres similaire est celui de I'existence de modeles pour un revetement 
galoisien: 

"Revetements algebriques: corps des modules contre corps de definition" ;^ 

soient X une variete algebrique definie sur un corps K, et soit K^^p une cloture separable 
de K. Soient G un groupe fini, et / : y — > X un G-revetement. On suppose que / est 
isomorphe a tous ses conjugues par Taction de Ga\{K^^P / K). 
Le G-revetement / est-il defini sur Kl 

Une situation legerement diff'erente des deux precedentes est liee a ce que nous con- 
viendrons d'appeler la 

^Titre honteusement plagie sur [DD97]. 



INTRODUCTION 



XI 



Conjecture de Grothendieck sur les groupes de Brauer : soit X un schema. 
Notons BiAzX le groupe des classes d'equivalence d'algebres d'Azumaya sur X {cf. [Gr68]), 
et notons Br X la partie de torsion du second groupe de coliomologie etale {X, Gm) 
(lorsque X est regulier, on a: Br X — (X, Gj„) d'apres [Gr68] II. 1.4). On a toujours 
un morphisme injectif de groupes: 

A : BvAzX — ^ Br X 

La surjectivite de ce morphisme n'est pas connue en general, mais elle Test dans le cas 
ou X est: 

• le spectre d'un corps; 

• un schema affine, ou la reunion de deux schemas affines ayant une intersection affine 
(Gabber [Ga80]); 

• une variete abelienne (Hoobler [Ho72]); 

• une variete torique lisse (Demeyer et Ford [DF93]); 

• une surface algebrique separee geometriquement normale (Schroer [ScOl]); 

Le probleme de determiner si A est surjective ou non est evidemment lie aux gerbes. 
Considerons en effet une classe [c] e Br X\ comme [c] est de torsion, il existe un entier 
n tel que [c] soit representable par une classe [c'] e H^{X,iin)- Un representant de [c'] 
est une //n-gerbe sur le site etale de X (au passage, Q est en particulier un champ de 
Deligne-Mumford), et Q appartient a I'image de A si et seulement si Q est isomorphe a 
un champ quotient {cf. [EHKVOl] 3.6). 

Ce sont les memes types de considerations qui interviennent lorsque Ton etudie la 

Relation de domination de Springer : soient K un corps, K^^''' une cloture se- 
parable de K, G un 7^-groupe algebrique, et H un sous-X-groupe algebrique de G. II 
existe une relation [Sp66]: 

(Gal (K'^P/K) ,G)^H^ (Gal (K'^p/K) ; G, H) 

entre I'ensemble des classes d'isomorphie de G-torseurs (a droite) sur et celui des K- 
espaces homogenes sous Taction (a droite) de G avec isotropic H. Soit V un tel espace 
homogene. Une fois encore, I'obstruction a ce que V soit domine par un G-torseur, i.e. 
I'obstruction a ce que \y] appartienne a I'image de la relation est mesuree par une gerbe 
sur k, localement liee par H. 

Le dernier exemple que nous donnons se distingue des precedents par le fait que c'est 
purement un probleme de Geometric Algebrique, et non un probleme d'Arithmetique. 
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Ceci etant dit, meme si les contextes sont differents, les gerbes sont encore presentes: 

Classe de Chern d'un fibre en droites : soient X une variete algebrique complexe 
projective lisse. On note X"" la variete analytique canoniquement associee a X (cf. 
[Fu98]). De la suite exponentielle, on deduit la suite de cohomologie: 

(X"", Oxan) 0*xan) ^ Z) 

D'apres le tlieoreme de Serre {cf. [Hart77] p. 440), qui etablit I'equivalence entre la 
categoric des faisceaux coherents sur X et celle des faisceaux analytiques coherents sur 
X"-'", on en deduit la suite exacte: 

{X, Ox) Pic X (X"'^, Z) 

L'image d'un fibre en droites £ sur X (i.e. d'un representant d'une classe de Pic X) 
par 6^ est appelee la classe de Chern de C, et elle est notee ci (>C).^ On pent evidemment 
voir cette classe Ci (£) comme une gerbe, sur le site analytique de X"". Sa non-nullite est 
une obstruction a ce que JC appartienne a l'image du morphisme 77. 

Apres ces exemples qui illustrent la diversite des contextes dans lesquels les gerbes 
interviennent, voici le plan que nous suivrons dans ces notes: 

Chapitre 1 : nous y introduisons les outils et le langage necessaires dans toute la 
suite. On commence par rappeler la definition de site en general, en ayant a I'esprit le 
fait que seule la notion de site etale d'un schema nous sera vraiment utile. On rappelle 
ensuite les notions de categoric fibree, prechamp et champ afin de pouvoir presenter les 
actrices principales de ce travail: les gerbes. Cependant, plutot que de travailler sur un 
site general (comme dans [Gi66] et [Gi71]), nous etudierons plus particulierement les pro- 
prietes des gerbes sur le site etale d'un schema, ce qui rendra peut-etre plus facile leur 
interpretation. Enfin nous rappellerons les notions de lien et de cohomologie a valeurs 
dans un lien, en donnant des exemples de situations oil le est "facilement" calculable. 



Chapitre 2 : nous nous attaquons au probleme central par son versant le plus facile: 
le cas abelien. Plus precisement, on s'interesse a la situation suivante: on considere un 
corps de caracteristique nulle k, dont on fixe une cloture algebrique k, un /c-schema X 
geometriquement irreductible, et un fc-groupe algebrique abelien G. On pent alors, en 
ajoutant de pen contraignantes hypotheses, determiner une obstruction cohomologique 
abelienne a I'existence d'un point A:-rationnel sur X. Explicitement, on suppose satisfaite 
la condition Gx {X) = G (A;) (e.g. X projective et G = Gm)- On a alors la suite exacte 
a 5 termes: 

(/,-. G) (X. Gx) {X, Gxf ^ (k, G) ^ {X, Gx) 

^Ce n'est pas la seule maniere de definir la classe de Chern d'un fibre en droites. C'est en tout cas celle 
presentee dans [Fu98], 19.3.1; pour un autre point de vue, nous renvoyons a I'appendice A de [Hart77], 
et pour un retour aux sources a [Gr58]. 
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L'existence d'un point /c-rationnel sur X entraine I'existence d'une retraction de I'application 
V, ce qui force le cobord 5^ a etre nul, cette nullite entrainant la surjectivite de I'application 
u. On en deduit done une premiere obstruction: 

Theoreme 1 (Obstruction abelienne a I'existence d'un point rationnel). Soient 
k un corps de caracteristique nuUe, X un k-schema, quasi- compact et quasi-separe, et G 
un k-groupe algebrique abelien tels que Gx {X^ — G (A;) . 

Si X [k] 7^ 0, alors dans la suite exacte precedente, le morphisme u est surjectif. 
Autrement dit, tout Gx-torseur sur X de corps des modules k est defini sur k. 

De cet enonce, on extrait les consequences suivantes: 

Proposition 2. Le corps k, le schema X et le groupe G etant comme indiques dans 
V enonce precedent, on a la suite longue de cohomologie (toujours deduite de la suite 
spectrale de Leray): 

— >H^ {k, G) — > {X, Gx) {X, Cxf {k, G) 



(X, Gxf {k, {X, Gx)) ^ {k, G) 

ou H"^ {X, Gxf^ — ker {if^ (X, Gx) — {X, Gx)}- Supposons que X possede un point 
k-rationnel. Alors: 

(i) les suites: 

— >H^ {k, G) — > (X, Gx) {X, GxY — > 

et 

H' {k, G) (X, Gxf {k, H' (X, Gx))^0 

sont exactes; 

(a) le morphisme (A;, G) — > (X, Gx) est injectif (c'est I'edge: E^'^ E^). 

Dans le cas particulier ou G = Grn,k, on a alors: 
(Gm-i) tout fibre en droites sur X de corps des modules k est defini sur k; 
(Gm-ii) la suite : 

— > Br k — > Br*' X — ^ {k, Pic X) — ^ 

est exacte; 

(Gjn-iii) le morphisme {k, Gm) — > (X, Gm,x) est injectif. 
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Signalons que ce resultat est connu de longue date, puisqu'a peu de choses pres, 
I'enonce de cette proposition est celui du lemme 6.3 de [Sa81]. Notons aussi que la 
condition Gx (X) = G (A;) est remplie, lorsque G est de type multiplicatif, si X est tel 
que k [X]* = k*. Les /c-varietes satisfaisant cette derniere condition constituent d'ailleurs, 
pour citer Skorobogatov "une classe raisonnable de varietes pour lesquels les methodes de 
descente fonctionnent bien" (c/. [Sk99] p. 407). Cependant, toutes les varietes ne satisfont 
pas cette condition, et il est tres instructif de regarder ce qui arrive sur un exemple (du 
a J.-L. Colliot-Thelene et O. Gabber) de variete pour laquelle I'obstruction abelienne ne 
tient pas. Plus precisement, nous etudions une variete X, telle que = fc* © Z, 

possedant un point /c-rationnel, mais telle que le morphisme: 

PicX — > (Pic Xf 

n'est pas surjectif. 

II est egalement interessant de remarquer que I'absence de point rationnel n'est pas 
une obstruction a la descente des torseurs en general^. Concretement, d'apres [CTS87], 
la descente des (5x-torseurs {G etant abelien) sur X est possible des que X possede des 
points adeliques d'un certain type (ce qui est plus faible que de demander I'existence de 
points rationnels). Nous verrons que les varietes dont I'obstruction de Brauer-Manin est 
nulle ont justement des points adeliques de ce type. 

Chapitre 3 : I'objet de ce chapitre est de s'inspirer du cas abelien pour obtenir une 
obstruction non-abelienne a I'existence de point rationnel. Bien entendu, il n'est plus 
question d'utiliser des suites spectrales, et il ne subsiste de la suite exacte a 5 termes (1) 
que la suite exacte an sens des ensembles pointes: 

{k, n^Gx) {X, Gx) ^ {X, Gx^ 

Pour esperer prolonger cette suite et obtenir un analogue de la suite a 5 termes dans le 
cas non-abelien, on definit, pour tout P — > X representant une classe dans (X, Gx) 
sa gerbe des modeles, notee D (P) . C'est une gerbe sur k, dont la neutralite est necessaire 
et suffisante pour que P soit defini sur k (on encore pour que P ait un modele sur X). 
La difficulte est evidemment que cette gerbe ne represente en general pas une classe 
de "H'^ {k,Gy\ ni meme de if^ (/c, lien G") , ou G' serait une /c-forme de G. Le lemme 
suivant, qui est trivial mais d'une importance capitale, explique en partie I'origine de 
cette difficulte: 

Lemme fondamental 3. Soient S un schema, Gs un schema en groupes sur S , et P 
un Gs-torseur sur S. Alors adcs (P) est une S-Jorme interieure de Gs; autrement dit: 

adcs (P) represente une classe de {S, Int Gs) ■ 

En particulier, si Gs est abelien, alors: 

ados (P) ~ Gs 

^I.e. la reciproque du theoreme 1 est fausse en general. 



INTRODUCTION 



XV 



Malgre cela, nous montrons que I'existence d'un point /c-rationnel x sur X entraine 
justement la neutralite de D (P), lorsque Ton fait I'hypothese supplementaire: 

Condition (^p) : En notant G' — adc^ (P) et x un point geometrique associe au 
point k-rationnel x, on a: 

(X, G') = {k 

qui est I'analogue non-abelien de la condition: 

Gx {X) = G (k) 
Sous cette hypothese, on a le resultat suivant: 

Theoreme 4. Soient X un k-schema, et G un k-groupe lineaire, et P ^ X un Gx- 
torseur de corps des modules k. On suppose que X possede un point k-rationnel x, et on 
suppose satisfaite la condition suivante: 

Condition (*p): En notant G' — ad^^ (P) et x un point geometrique associe au 
point k-rationnel x, on a: 

{X,G')^H' {KG',) 

Alors P — > X est defini sur k. 

D'autre part, de nombreux obstacles se presentent lorsque Ton cherche a obtenir des 
informations precises sur le lien de la gerbe des modeles d'un torseur. Cependant, dans le 
cas ou le groupe G est fini, on retrouve I'enonce suivant, a rapprocher de celui de Harari 
et Skorobogatov [HS02], theoreme 2.5 et section 3.1: 

Theoreme 5. Soient k un corps de caracteristique nulle, X un k-schema geometrique- 
ment connexe, et G un k-groupe fini. Si X (k) ^ 0, alors tout Gx -torseur sur X de corps 
des modules k est defini sur k. 

Enfin, nous essayons d'expliquer ce qui empeche d' obtenir ime description precise du 
lien de D (P) , et ce qui empeche done a priori de raffiner les enonces precedents. Nous 
etudierons aussi ce qui se passe si Ton n'impose plus la condition corps des modules sur les 
torseurs que Ton cherche a descendre. Precisement, on pent toujours associer a un torseur 
P sur X representant une classe dans {X, Gx) sa gerbe des modeles, mais celle-ci n'est 
plus necessairement une A;-gerbe. De fait, c'est une /cp-gerbe, ou kp designe le corps des 
modules'' de P. Le torseur P represente un point du /c-champ 7r*Tors {X, Gx) obtenu 
a partir de la gerbe des Gx-torseurs sur X par image directe via le morphisme structural 
TT : X — > Spec k. Ce champ joue le role de champ des modules grossiers pour les Gx- 
torseurs sur X, et on a une interpretation en termes de gerbe residuelle pour D{P). 
En utilisant la terminologie de Giraud, on pent egalement interpreter D {P) comme une 

^C'est la plus petite extension etale L Ae k telle que: 

<^P « P, V C7 e Gal [k/L] . 
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section au-dessiis de I'ouvert (Spec kp —>■ k) du faisceau des sous-gerbes maximales du k- 
champ TT^Tors {X, Gx)- Nous essayons d'expliquer le lien entre ces deux fagons d'aborder 
les choses. II nous semble que le diagramme commutatif ci-dessous resume assez bien la 
situation: 

D {Py ^ TT.Tors {X, Gx) 

[•] 

Spec kp — > R^-K^Gx 

Dans ce diagramme, on a note: 

• IT : D (P) — > Spec kp le morphisme structural de la gerbe des modeles de P; 

• i : D (P) — > 7r*Tors (X, Gx) designe le monomorphisme canonique (rendu explicite 
dans le chapitre 3); 

• [•] : TT^Tors (X, Gx) — R^n^Gx est defini en envoyant une section du champ 
7r*Tors {X, Gx), i-e. un Gx^-torseur Tl — > Xl sur sa classe d'isomorphie [Tl]; 

• enfin, le choix de P donne naissance a un point de R^n^Gx a valeurs dans Spec kp\ 
c'est ce point que nous avons note [P] . 

Chapitre 4 : les espaces homogenes sur un corps sont un exemple de varietes pour 
lesquelles I'existence de points rationnels a ete et est encore particulierement etudie; un 
probleme source de nombreuses activites est celui de la validite du principe de Hasse. 
Plus precisement, il serait interessant de savoir si I'obstruction de Brauer-Manin est la 
seule pour les espaces homogenes sous raction d'un groupe lineaire G avec isotropic H. 
D'apres Sansuc [Sa81], on salt deja que c'est le cas pour les torseurs sous des groupes 
connexes [i.e. G connexe et H — {1}), et d'apres Borovoi [Bo96] c'est aussi le cas pour 
des espaces homogenes sous des groupes connexes avec isotropic connexe, on pour des 
espaces homogenes sous des groupes simplement connexes avec isotropic abelienne finie. 

Pour fixer les idees, considerons im corps de nombres k, et H un sous-groupe de SLn- 
L'obstruction a ce qu'un /c-espace homogene V sous SLn avec isotropic H possede un 
point A;-rationnel est mesuree par une gerbe Q sur k, localement liee par H; la neutralite 
de Q {i.e. I'existence d'un point /c-rationnel sur Q) est equivalente a I'existence d'un point 
/i;-rationnel sur V. Or la meme gerbe Q pent correspondre a plusieurs espaces homogenes. 
D'ou I'idee, dans un souci d'economie, de travailler directement avec les gerbes plutot 
qu'avec les espaces homogenes. 

Dans ce chapitre, fruit d'un travail en commun avec Jean-Claude Douai et Michel 
Emsalem, on commence done par definir l'obstruction de Brauer-Manin d'une gerbe^. On 
montre que pour tout /c-espace homogene V sous SL^ (on n'importe quel autre groupe 
semi-simple simplement connexe) avec isotropic finie, on a: 

{V) = mn (Qv) 

^Pour des raisons techniques, on doit considerer des gerbes qui sont des champs de Dehgne-Mumford, 
ce qui n'est pas g6nant dans nos apphcations, puisque le cas interessant est justement celui ou I'isotropie 
est finie. 
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ou Qv est la gerbe des trivialisations de V (pour faire le lien avec les travaux de Springer, 
c'est aussi I'obstruction a ce que V soit domine par un fc-torseur sous SLn, mais un tel 
torseur est toujours trivial). On obtient, grace a cette obstruction, une nouvelle interpre- 
tation du theoreme de Tate-Poitou (quand H est abelien fini), et un "demi-tlieoreme de 
Tate-Poitou" lorsque H est non-abelien fini. 



Notations 



Etant donne un corps k, nous appellerons k-groupe algebrique un fc-groupe algebrique 
lineaire, et k-groupe algebrique reductif un /c-groupe algebrique reductif et connexe. 

Pour tout corps k et tout /c-schema y, nous noterons Y (k) I'ensemble des points k- 
rationnels de Y. Pour toute extension L de A;, y (L) designera I'ensemble des points de 
Y a valeurs dans Spec L. 

Si Y est un schema et G un schema en groupes {resp. un schema en groupes abeliens) 
sur y, nous noterons iJ" {Y, G) et {Y, G) {resp. W (Y, G), i > 0) les ensembles {resp. 
les groupes) de cohomologie etale {Y, G) et Hl^ {Y, G) {resp. Hi^ {Y, G), i > 0), ou G 
est identifie au faisceau de groupes qu'il represente sur le site etale de Y. 

Soient k un corps de caracteristique nulle, k une cloture algebrique de /c, F = Gal (k/k), 
n : X ^ Spec k un A;-schema, et G un /c-groupe algebrique. Soit encore P ^ X un Gx- 
torseur {Gx = (G Xgpgp Spec A;) Xc^^^^^X). Nous dirons que ce torseur est de corps 

des modules k lorsque P ^ X represente une classe de {^X,Gx)^ (notons que cette 
appellation represente un abus par rapport a la definition usuelle de corps des modules 
dans la theorie des revetements; avec celle-ci en efi^et, la condition [P] G {X, Gx) 
assure seulement que le corps des modules de P — > X est inclus dans k). 

Lorsque C est une categoric, nous noterons Ob (C) la classe de ses objets. Etant donnes 
deux objets ^4 et S de C, nous noterons Home {^, B) la classe des morphismes (on des 
fieches) de C entre A et B. Si de plus C est un groupoide, Isomc {A, B) designera la 
classe des isomorphismes de C entre A ei B. Nous conviendrons que la categorie vide est 
un groupoide. Enfin, nous noterons (£ns {resp. C5r, resp. 2lb, resp. FAGR{Y), resp. 
FAGRAB (y)) la categorie des ensembles {resp. des groupes, resp. des groupes abeliens, 
resp. des faisceaux de groupes sur le site etale de Y, resp. des faisceaux de groupes 
abeliens sur le site etale de Y). 



NOTATIONS 



Chapter 1 
Champs et gerbes 



Dans ce chapitre, nous rappelons les notions de site et de topos, qui fournissent une 
generalisation de la notion d'espace topologique. Cette generalisation permet comprendre 
pourquoi les problemes evoques dans I'introduction (descente de torseurs ou de revete- 
ments, banalisation d'une algebre d'Azumaya,. . . ) sont de mcme nature, dans le sens ou 
on pent tous les interpreter comme des problemes de recollement, moyennant le choix 
d'un site idoine. 

Notons tout de suite que nous nous reduirons tres vite en pratique an site etale d'un 
schema (qui sera d'ailleurs souvent le site etale d'un corps). Cette restriction est motivee 
d'une part par le fait que notre probleme central apparait naturellement comme un prob- 
leme de descente sur le site etale d'un corps, et d'autre part parce que la manipulation 
des champs et des gerbes est assez delicate et lourde sur des sites generaux. 

On dispose sur les sites (et sur les topoi, qui sont des sites particuliers) des memes ob- 
jets et outils que sur les espaces topologiques. En particulier, on a une notion de faisceau, 
et la deuxieme section est consacree a I'etude de faisceaux particuliers: les torseurs (sur 
le site etale d'un schema), qui jouent un des premiers roles dans ce travail. Les exemples 
de torseurs sont nombreux "dans la nature", aussi bien en Geometric Algebrique {e.g: les 
fibres vectoriels de rang n sur une variete algebrique X "sont" les GL^^^-torseurs^ sur 
le site de Zariski de X) qu'en Arithmetique {e.g: les algebres simples centrales d'indice 
n sur un corps K "sont" les PGL„-torseurs sur le site etale de K). Apres avoir rappele 
quelques-unes de leurs proprietes, nous constaterons avec depit le manque de structure 
de r ensemble des classes d'isomorphie de G-torseurs, lorsque G n'est pas abelien. Ce 
manque de structure pent toutefois etre partiellement comble en symetrisant la situation, 
via les bitorseurs. En anticipant un pen, disons que les bitorseurs sont particulierement 
bien adaptes a notre probleme central, puisque, dans un sens que nous preciserons dans 
le chapitre III, ils permettent de "ne pas perdre d'informations". 

Munis de ces outils, on pent enfin donner la notion de gerbe, dont nous verrons 
qu'elle est tres fortement liee a celles de torseur et de bitorseur. II est impossible 
de parler de gerbes sans evoquer les champs, ce qui justifie les rappels sur les cate- 
gories fibrees, les prechamps. . . Pour avoir un premier apergu de ce que peuvent etre les 
gerbes, nous decrivons ensuite celles qui sont associees aux divers problemes evoques dans 
I'introduction. Enfin, nous rappelons les definitions de lien et de 2-cohomologie a valeurs 

^Ce n'est pas tout-a fait vrai: pour etre precis, le meme ensemble {X, GLn,x) pent etre interprets 
soit comme I'ensemble des classes d'isomorphie de GL„^jc -torseurs sur X, soit comme I'ensemble des 
classes d'isomorphie de fibres vectoriels de rang n sur X. 
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dans un lien. Dans leur ecrasante majorite, les proprietes concernant les gerbes que nous 
rappelons ici sont issues de [Gi66] et [Gi71], mais elles sont peut-etre rendues un pen plus 
explicites par notre choix de sites particuliers. 

1.1 Sites et topoi 

Comme nous venous de le signaler, les sites (et les topoi) generalisent les espaces 
topologiques^. Grossierement, un site est une categorie munie d'une topologie, et plus 
precisement: 

Definition 1.1.1. Soit C une categorie. Pour tout objet U de C, on se donne des families 
de morphismes, et on note Gov (C) la reunion de ces families. On dit que Gov (C) est une 
topologie de Grothendieck si les conditions suivantes sont satisfaites: 

(TO 1) Si U -^^ V est un isomorphisme, alors e Gov(C). 

(TO 2) (Caractere local). St (t^ ^ t) est une famille dans Gov (C), et si pour tout 



(TG 3) (Stabilite par changement de base). SiyTa~^T'j est une famille dans Gov (C) , 

et si V est un objet de C sur^ T , alors les produits fibres Xt V existent dans 
C, et la famille 



appartient a Gov (C) . 
On appelle site une categorie munie d'une topologie de Grothendieck. 

Exemple 1.1.2. Le site Ouvx associe a un espace topologique X: on note Ouv la cate- 
gorie dont les objets sont les ouverts de X, et dont les morphismes sont les inclusions. On 
choisit pour tout ouvert U de X la famille de toutes les families d'ouverts (V^ ^ U),-^j 
dont la reunion est egale a U. On note Gov (Ouv) la reunion de toutes ces families; alors 
Gov (Ouv) est une topologie de Groethendieck sur Ouv; en effet, les trois proprietes de la 
definition se traduisent dans cet exemple de la fagon suivante: 

^Afin d'illustrer cette affirmation, citons Grothendieck ([Gr58], p. 301): "[. . .]la notion de topos, derive 
naturel du point de vue faisceautique en Topologie, constitue un elargissement substantiel de la notion 
d'espace topologique, englobant un grand nombre de situations qui autrefois n'etaient pas considerees 
comme relevant de I'intuition topologique. Le trait caracteristique de telles situations est qu'on y dispose 
d'une notion de "localisation", notion qui est formalisee precisement par la notion de site et, en derniere 
analyse, par celle de topos[. . .]". 

^I.e: il existe un morphisme de domaine V et de codomaine T. 





obtenue "par composition", appartient a Gov(C). 



{{<Pa)v-TaXTV^V)^ 



1.1. SITES ETTOPOI 



(TG 1) Le singleton yJ — ^ | constitue un recouvrement ouvert de U; 

(TG 2) "Un recouvrement ouvert d'un recouvrement ouvert est un recouvrement ouvert"; 

(TG 3) Si {Ua)a 6st un recouvrement ouvert d'un ouvert U, et si V est un ouvert inclus 
dans U, alors'^ {Ua n V)^ est un recouvrement ouvert de V. 

Par suite Ouvx = {Ouv , Gov (Ouv)) est un site. En particulier, si on prend pour espace 
topologique X un schema, muni de la topologie de Zariski, on obtient le site de Zariski 
de X, note Xzar- 



Exemple 1.1.3. Le site (Sch): c'est la categorie des schemas, munie de la topologie 

de Grothendieck pour laquelle une famille (^S^ est couvrante {i.e. est dans 

Gov {Sch j) si et seulement si elle est surjective. II est de nouveau immediat (moyennant 
I'existence du produit fibre dans la categorie des schemas, qui elle, n'est pas immediate, 
cf. [EGAl] 3.2.1. . . ) que les proprietes (TG 1), (TG 2) et (TG 3) sont verifiees. 



Exemple 1.1.4. Le site S^t des schemas etales sur un schema S: c'est la categorie 
(Et/S) des iS-schemas etales {S etant un schema quelconque), munie de la topologie de 
Grothendieck pour laquelle une famille de morphismes etales est couvrante si et seulement 
si elle est surjective. Les proprietes (TG 1), (TG 2) et (TG 3) sont verifiees, car I'identite 
est un morphisme etale, et le caractere etale est stable par composition et par changement 
de base {cf. [Mi80] proposition 1.3.3). On appelle ce site le site etale de S, et on le note 

Set- 

Dans le cas particulier ou S est le spectre d'un corps A;, on obtient le site etale de k: 
un objet de (Spec k)^^ est une /c-algebre etale, c'est-a-dire une /c-algebre isomorphe a un 
produit d'extensions separables finies de k. 



Definition 1.1.5. Soient S — (C, Cov(C)) et S' — (C',Cov(C')) deux sites. On appelle 
morphisme de sites la donnee d'un foncteur F : C ^ C satisfaisant les proprietes 
suivantes: 

(i) Si (Ua ^ f/) est une famille de Gov {C), alors {Ua) F ([/)) est une 

famille de Gov {C); 

(a) Si est une famille de Gov (C) et siV—>-U est un morphisme (dans la 

categorie C ), alors le morphisme canonique: 

F{UaXuV)^F {Ua) Xf^u) F {V) 

est un isomorphisme pour tout indice a. 



Exemple 1.1.6. Soient X et y deux espaces topologiques. Une application continue 
/ : X — > y induit evidemment un morphisme de sites: 

F : Ouvy — > Ouvx 
''Dans cette categorie, le produit fibre n'est autre que I'intersection. 
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le foncteur F associant a un ouvert U C Y {resp. a I'inclusion V ^ U d Y) I'ouvert 
/-^ ([/) C X {resp. rinclusion /"^ {V) ^ /"^ (U) C X). 

Exemple 1.1.7. Soit / : F — > S* un morphisme de schemas. On pent lui associer un 
morphisme de sites (c/. [SGA4-VII] 1.4): 

fet '■ Set Y^t 

defini en associant a un ouvert etale {S' —>■ S) de S I'ouvert etale de Y obtenu par change- 
ment de base: 

YxsS' — >Y 

Definition 1.1.8. Soit S — (C, Cov(C)) un site. On appelle prefaisceau d'ensembles 
(resp. de groupes,. . . ) sur S un foncteur: 

P : C° — > ens {resp. 0rp,. . . ) 

On appelle faisceau d'ensembles (resp. de groupes,. . . ) sur S un prefaisceau satis- 
faisant la condition suivante: pour toute famille {Ua U)^ de Gov {C), le diagramme: 

^ (U) — Ha ^ m =^ Ua,p ^{U^^uUp) 

est exact. 



Exemple 1.1.9. Dans la situation usuelle ou X est un espace topologique, un faisceau 
d'ensembles an sens usuel sur X est un faisceau d'ensembles sur le site Ouvx {cf. exemple 
1.1.2). 

Nous donnons maintenant quelques exemples de faisceaux que nous utiliserons dans 
les applications. II s'agit de faisceaux sur le site etale d'un schema S; pour plus de details 
concernant les proprietes de ces faisceaux, nous renvoyons a [Mi80] ou [Tam94]. 

Exemple 1.1.10. Le faisceau Ga,s' c'est le faisceau dont le groupe des sections au-dessus 
d'un ouvert etale {S' —>■ S), note simplement Ga,s {S') est: 

Ga,s (S')^r(S',Os')^Os' {S') 

Le faisceau Ga,s est appele le groupe additif de S. 

Exemple 1.1.11. Le faisceau Grn,s est le faisceau dont le groupe des sections au-dessus 
d'un ouvert etale (5" — > S), note Gm,s {S') est cette fois constitue des fonctions inversibles 
definies globalement sur S': 

G^,s {s') = r {S', o*s,) = o*s, {S') 

Le faisceau Gjn,s est appele le groupe multiplicatif de S. 
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Exemple 1.1.12. Le faisceau est le faisceau des racines n-iemes de Tunite. Les 
sections de celui-ci au-dessus d'un ouvert etale (5" S) sont donnees par: 

/xn,s {S') = {fe Ol, {S') /r = 1} 

Exemple 1.1.13. On pent associer a tout (S-schema Y un faisceau, note temporairement 
Ty, de la maniere suivante: pour tout ouvert etale {S' S), on prend comme sections 
de J-y: 

J^Y{S')^Eoms {S',Y) 

Un faisceau J- sur S^t est dit representable s'il existe un ^'-schema Y tel que J- — Ty. 
Les trois precedents exemples de faisceaux sont justement representables: 

• le faisceau G^^g est represente par le schema: 

Spec Z [T] Xspecz <S' 

• le faisceau G^^g est represente par le schema: 

SpecZ[r,r-i] xsp,,^^ 

• et enfin, le faisceau iin,s est represente par le schema: 

/ Z[T] \ 

Spec I _^s^ j XspecZ-^ 



Dans nos applications, nous considererons un /c-groupe algebrique G, et un /c-schema 
X. Nous noterons Gx le produit fibre de X et de G au-dessus de Spec k: 



Gx 

• f 

X — ^ Spec k 



D'apres ce qui precede, le A;-groupe algebrique G {resp. le X-schema en groupes Gx) 
represente un faisceau sur le site etale de k {resp. de X). Nous identifierons souvent G 
et Gx avec les faisceaux qu'ils representent. 



On dispose evidemment d'une notion de morphisme de (pre)faisceaux au-dessus d'un 
site <S donne. II est non moins evident que les faisceaux d'ensembles sur S et les mor- 
phismes entre iceux constituent une categoric, que I'on note S. 

Nous concluons cette premiere section en introduisant la notion de topos [SGA4-IV]: 



Definition 1.1.14. On appelle topos une categorie T telle qu'il existe un site S telle 
que T soit equivalente a la categorie S des faisceaux d'ensembles sur S. 
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Le principal topos auquel nous nous interesserons dans ce travail est le topos etale 
d'un schema S, note S^t'- c'est le topos des faisceaux d'ensembles sur le site etale de S. 
Nous renvoyons a [SGA4-VII] pour une etude approfondie des topoi etales des schemas. 
Faisons juste une remarque "fonctorielle": soit: 

un morphisme de schemas. On a vu dans I'exemple 1.1.7 que / induit un morphisme de 
sites: 

fet '■ Yet ^ Sit 

correspondant au foncteur: 

f-':{S'^S)'^{YxsS'^Y) 

qui associe a un ouvert etale de S I'ouvert etale de Y obtenu par changement de base. 
Alors / induit egalement un morphisme entre les topos etales de Y et de S: 

fet '■ Y^t ^ S^t 

Le morphisme fet associe a tout faisceau d'ensembles sur le site etale de Y le faisceau sur 
le site etale de S obtenu par image directe grace a /. 

Notation 1.1.15. Dans nos applications, le schema de base S sera souvent X ou Spec k. 
Pour alleger un peu la terminologie, nous dirons simplement, lorsque le contexte est clair, 
"faisceau sur X {resp. sur k)" au lieu de "faisceau d'ensembles sur le site etale de X 
{resp. de Spec k)". D'ailleurs, plus generalement nous parlerons de prechamp, champ, 
gerbe. . . sur un schema S {resp. sur un corps k) pour designer un prechamp, un champ, 
une gerbe. . . sur le site etale de S {resp. sur le site etale de Spec k). 

1.2 Torseurs 

Nous nous limitons aux torseurs sur le site etale d'un schema et nous renvoyons au 
chapitre III de [Gi71] pour I'etude des torseurs sur un site general. 

Definition 1.2.1. Soient S un schema et Gs un schema en groupes sur S. Un Gs- 
torseur a droits sur S est un faisceau P sur S, muni d'une action a droite du faisceau 
de groupes Gs, tel que: 

il existe un recouvrement etale {Si S)-^j tel que Vensemhle P {Si) soit principal 
homogene sous Vaction du groupe Gs {Si), pour tout i & I. 

Un morphisme (p : P ^ P' de Gs-torseurs est un morphisme de faisceaux Gs- 
equivariant. Etant donne un Gs-torseur P, on note: 

adcs (P) 

le faisceau des automorphismes du Gs-torseur P. 
Enfin on note: 

EHP {Gs/S) 

Vensemhle des classes d'isomorphie de Gs-torseurs sur S. 
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Remarque 1.2.2. Rappelons que d'apres nos conventions et notations: 

• P (Si) {resp. Gs{Si)) designe I'ensemble {resp. le groupe) des sections du faisceau 
P {resp. Gs) au-dessus de I'ouvert etale {Si — > S); 

• le S'-schema en groupes Gs est identifie au faisceau de groupes qu'il represente; 

• la locution "P est un faisceau sur 5"' est mise pour "P est un faisceau d'ensembles 
sur le site etale de S". 

Remarque 1.2.3. On pent evidemment definir de la meme maniere les Gs-torseurs a 
gauche. Notons que par la suite, nous appellerons simplement G^-torseur un G^-torseur 
a droite. Les G<j-torseurs sur S et leurs morphismes constituent une categoric, que I'on 
note Tors {S, Gs). 

Apres cette definition "faisceautique" de torseur, notons que Ton dispose, moyennant 
des hypotheses tres raisonnables sur le schema Gs, d'une interpretation geometrique de 
ces objets. Plus precisement: 

Proposition 1.2.4. Soit S un schema, et Gs un schema en groupes affine sur S. Alors 
tout Gs-torseur sur S est representable par un schema. 

Preuve : c'est le (a) du theoreme III. 4. 3 de [Mi80]. 

□ 

En particulier, dans la situation de notre probleme central (c/. page XI), les Gx- 
torseurs sont representables. En effet, du fait que G est un /c-groupe algebrique lineaire, 
le morphisme structural: 

G — > Spec k 
est affine. II s'ensuit que le morphisme: 

Gx^X 

Test aussi, le caractere affine etant stable par changement de base quelconque (c/. [EGAl] 
1.9.1.16). 

Donnons maintenant quelques exemples de torseurs: 

Exemple 1.2.5. Etant donnes un schema S et un (S'-schema en groupes Gs, on appelle 
Gs-torseur trivial et on note Gs4 le Gg-torseur obtenu en faisant operer Gs sur lui-meme 
a droite par translations. Par definition meme, tout G^-torseur est isomorphe a Gs,d, 
localement pour la topologie etale sur S. En continuant d'enfoncer des portes ouvertes, 
il s'ensuit que deux G^-torseurs sont toujours localement isomorphes pour la topologie 
etale. 
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Exemple 1.2.6. Avec les monies notations que ci-dessus, on pent associer naturellement a 
tout Gs-torseur (a droite) P un ada^ (P)-torseur a gauche, le faisceau des automorphismes 
(G^-equivariants) de P operant a gauche sur P de maniere evidente. Nous reviendrons 
sur cette remarque dans la section concernant les bitorseurs. 

Exemple 1.2.7. Les classes d'isomorphie de G^.s-torseurs {resp. de GL^^^-torseurs) sur 
S coincident avec les classes d'isomorphie de fibres en droites {resp. de fibres vectoriels 
de rang n) sur S. 

Exemple 1.2.8. Soient n un entier > 2 et /c un corps quelconque. On pent associer au 
groupe Z/nZ un faisceau de groupes sur la droite projective (faisceau constant). Un 
Z/nZ-torseur sur est alors un revetement etale de la droite projective de groupe Z/nZ. 

En vue de nos applications, il est evidemment indispensable de disposer d'un moyen 
de calculer pratiquement I'ensemble EHP(G5/5'). Ce moyen est fourni par I'enonce ci- 
dessous, qui est un cas particulier du corollaire III.4.7 de [Mi80]: 

Proposition 1.2.9. Soient k un corps de caracteristique nulle, G un k-groupe algebrique 
lineaire, et X un k-schema. Alors les ensembles EHP(Gx/-^) et Hl^{X,Gx) sont en 
bijection. 

L'exemple ci-dessous est une application de cette proposition aux algebres simples 
centrales et aux varietes de Severi-Brauer. 

Exemple 1.2.10. Soit S un schema. Rappelons que Ton appelle algebre d'Azumaya sur 
S im faisceau de C^-algebres A, pour lequel il existe un recouvrement etale {Si — > S)-^j 
de S tel que pour tout i e /, il existe un entier rii tel que: 

II revient au meme (d'apres le thm. 5.1 p. 57 de [Gr68]) de dire que A est une Os-algebre 
localement libre telle que: 

(i) pour tout point s de S, A®Oss ^ (*) est une algebre simple centrale; 

(ii) le morphisme naturel A®Os^°^^ ~^ Endo., {A) est un isomorphisme de Os-algebres. 

Nous appellerons algebre d'Azumaya d'indice n une algebre d'Azumaya pour lesquels 
tons les rii de la definition ci-dessus sont egaux a n. Qu'une algebre d'Azumaya d'indice n 
sur un schema S soit un PGL^^s-torseur sur S decoule de I'enonce suivant, qui generalise 
aux schemas le lemme de Skolem-Noether: 

Theoreme 1.2.11 (Auslander-Goldman, [Gr68]). Soit A une algebre d'Azumaya sur 
S , u un automorphisme de A. Alors, localement pour la topologie etale, u est interieur, 
i. e. de la forme: 

u (s) = asa"^ 
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oil a est une section inversihle de A, determinee d'ailleurs de fagon unique modulo multi- 
plication par une section de Og. De maniere equivalente, le schema des automorphismes 
de I'algebre associative Mn {Os) est canoniquement isomorphe au groupe projectif PGLn^s- 

Dans le cas particulier on S = Spec k, on retrouve la definition d'algebre simple 
centrale: une algebre d'Azumaya d'indice n sur k est une algebre simple centrale d'indice 
n, soit une /c-forme de I'algebre de matrices M„. D'apres la proposition 1.2.8, I'ensemble 
des classes d'isomorphie de /c-algebres simples centrales est en bijection avec I'ensemble 
Hlf.{k, PGLn). Remarquons alors que les multiples facettes de PGL^ fournissent des 
interpretations dilferentes de cet ensemble. Explicitement, comme: 

PGLn = Aut Mn - Int = Aut P""^ 

on en deduit une correspondance entre les /c-formes de M„, celles de P""^ et les /c-formes 
interieures de 5'L„: 

{/c-algebres simples centrales d'indice n} 
{/c-formes interieures de SLn} 

{Varietes de Severi-Brauer de dimension n — 1} 

Exemple 1.2.12. Suivant la remarque 2.1 de [SGA4-VII], lorsque G est un groupe com- 
mutatif ordinaire [i.e. G est un faisceau constant), on ecrira simplement {^iG) au 
lieu de {X, Gx). Si par exemple G est abelien fini, alors {X, G) est I'ensemble des 
classes d'isomorphie de G-revctements galoisiens, pour lesquels les problemes de descente 
ont ete largement etudies dans [DD87] et [DD97]. Lorsque X est connexe et muni d'un 
point geometrique on a Tisomorphisme canonique: 

{X, G) = Hom (Hi {X, x) , G) 

Exemple 1.2.13. Pour faire le lien avec la terminologie de Springer ([Sp66]), disons 
encore que si G est un /c-groupe algebrique, les G-torseurs sur k sont evidemment des 
/c-espaces homogenes avec isotropic triviale. 

Le resultat suivant, qui concerne les faisceaux d'automorphismes des torseurs, est assez 
evident mais d'une importance capitale pour comprendre la difi'erence entre les chapitres 
2 et 3 (i.e. entre les situations abelienne et non-abelienne): 

Lemme fondamental 1.2.14. Soient S un schema, Gs un schema en groupes sur S , 
et P un Gs-torseur sur S. Alors adcg (P) est une S-forme interieure de Gs; autrement 
dit: 

ados (P) represente une classe de (S, Int Gs) ■ 
En particulier, si Gs est abelien, alors: 

ados (P) ~ Gs 
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Preuve : par definition, il existe un recouvrement etale {Si — > S) trivialisant P. On 
choisit alors une section Pi de P\s^ , pour tout i E I. 

Pour tout (?', j) G / X /; on note Sij le schema Si Xs Sj. Du fait que Taction de Gs\Sij 
sur P^Sij est simplement transitive^, il existe jij G Gs (Sij) tel que: 

(la famille {'yij)ij est justement un 1-cocycle representant la classe de P dans {S, Gs))- 
Afin de ne pas surcharger les notations, nous abandonnons a partir de maintenant les 
indices "\Sij" ■ Nous reecrivons done I'egalite precedente: 

Pj = Pi-lij (El) 

Soit maintenant / un automorphisme de P. Comme / est Gs-equivariante: 

3gieGs (Si) tel que : / (pi) = Pi.Qi, \/ iel. 
Pour tout {i-ij) G / X 7, on obtient, en utilisant la relation (£'1): 

fiPj)=Pj-9j=Pi-7ij9j {E2) 
D'autre part en utilisant la relation {E2) et la G^-equivariance de /, on a: 

/ {Pj) = f (Pi-iij) = f (Pi) -la = Pi-9i la (^3) 

En comparant les relations [ET) et (fi'S) et en utilisant une nouvelle fois la simple 
transitivite de Taction, on obtient: 

9i lii lii 9j 

soit finalement: 

9i = lij 9j lij^ = conj (7„) (gj) 

Notons tout de suite qu'il est immediat que la famille (conj {jij))ij est un 1-cocycle a 
valeurs dans Int Gs, puisque {'yij)ij est un 1-cocycle a valeurs dans Gs- 

De plus, la relation ci-dessus traduit le fait que le faisceau ados (P) est la donnee 
des faisceaux locaux Gs\Si recolles au-dessus des Sij par les automorphismes interieurs 
conj (7ij). Autrement dit, c'est une S'-forme interieure de Gs- 

□ 

Dans la suite, nous aurons besoin de connaitre Tinfluence d'un morphisme de schemas 
(plus precisement Tinfluence du morphisme structural tt : X — > Spec k) sur les torseurs; 
c'est Tinteret de Tenonce suivant: 

Lemme 1.2.15. Soient k un corps de caracteristique nulle, X un k-schema, tt : X — > 
Spec k le morphisme structural, G un k-groupe algebrique lineaire, et P (resp. Q) un 
Gx-torseur (resp. un G-torseur) sur X (resp. sur Speck). Alors: 

^Cet abus de langage signifie en fait que le groupe Gs (5") opere simplement transitivement (a droite, 
d'apres nos conventions sur les torseurs) sur I'ensemble P{S'), pour tout Sij-schema. etale S'. 
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(i) le faisceau image directe 7r*P est un n^Gx-pseudo-torseur sur Spec k; 
(a) si Gx {X) = G (k) , alors tt^P est un G-pseudo-torseur sur Spec k; 
(Hi) le faisceau image inverse 7r*Q est un 7r*G-torseur sur X . 



Preuve : pour le point (i), il suffit de prouver que pour toute extension etale L de k, 
I'ensemble 7r*P (Spec L —>■ Spec k) est vide ou principal homogene sous Paction du groupe 
TT^Gx (Spec L — > Spec k). Ceci provient du fait que I'ensemble: 

7r*P (Spec L Spec k) ^ P (Xl ^ X) ^ Homx {Xl, P) 

est vide ou principal homogene sous le groupe: 

TiMx (Spec L Spec k) = Gx {Xl ^ X) = Eomx {Xl, Gx) 

car P est un Gx-torseur sur X. 

Pour etablir le point (ii), il suffit de comparer les faisceaux (sur (Spec k)^^) tt^Gx et 
G; pour ce faire, il suffit d'etudier leurs fibres (7r*Gx)fe et Gj^. Par definition: 

{n^xh = [Gx {Xl ^ X)] = Hom^ {X, Gx) 

L 

la limite directe etant prise sur les extensions etales L de k. De la meme fagon: 
{G)^ — lim [G (Spec L — > Spec k)] — Hom^ (Spec k, G) 

L 

Par consequent, les faisceaux tt^Gx et G sont isomorphes si et seulement si: 

Homx {X, Gx) = Homfc (Spec k, G) 

Cette derniere condition est equivalente a: 

[Eomx {X, Gx) =] Gx {X) = G {k) Hom^ (Spec k, G)] 

En effet, les ensembles Hom^ (X, Gx) et Hom^ {X, Gx) sont naturellement en bijec- 
tion; a tout element </? e Hom^ {X, Gx) on associe I'element pa o cp de Hom^ {X, Gx) ■ 



G 



PG 



X 



G 



X 



X 



X 



Reciproquement, on peut associer a tout / G Homx {X, Gx) le morphisme (dont 
I'existence est assuree par la propriete universelle du produit fibre) Lp e Homx {X, Gx) 
du diagramme ci-dessous: 
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Le point (iii) est evident, a partir du moment on I'on a remarque que comme G est 
lineaire, le G-torseur Q est representable par un schema, que I'on note encore Q, et le 
faisceau 'k*Q est alors represents par le X-schema t:*Q d'apres la proposition II. 3. 1.3 de 
[Tam94]. 

□ 

Remarque 1.2.16. Nous aurons I'occasion de revenir en detail sur I'utilite de la condition 
Gx (^) = G (A;) dans les problemes de descente. 

Remarque 1.2.17. Avec les notations du lemme precedent, il n'est en general pas vrai 
que le faisceau image inverse 7r*G est represente par le schema en groupes Gx- C'est 
cependant le cas si G est un groupe fini, d'apres la remarque 3.1.(d) page 69 de [Mi80]. 

1.3 Bitorseurs 

Lorsque I'on veut etudier les G^-torseurs sur un schema S, il est essentiel de connaitre 
leurs faisceaux d'automorphismes. Dans le cas abelien, d'apres le lemme 1.2.13, il n'y a 
rien a faire. En revanche dans le cas general, d'apres le meme lemme, ces faisceaux sont 
des formes interieures de Gs, et il convient done de tenir compte de cette information 
supplementaire. C'est ce qui motive I'introduction des bitorseurs^. Comme d'habitude, 
nous nous restreignons ici aux bitorseurs sur un schema, et nous renvoyons a [Br90] pour 
la definition de bitorseur sur un topos en general. 

Definition 1.3.1. Soient S un schema, Gs et Hs deux schemas en groupes sur S. On 
appelle {Hs,Gs) -bitorseur sur S un faisceau d'ensembles B sur le site etale de S muni 
d'une action d gauche (resp. a droite) de Hs (resp. de Gs), ces actions commutant entre 
elles, tel que B soit un Hs-torseur a gauche et un Gs-torseur a droite. 

Lorsque Gs — Hs, nous dirons simplement Gs-bitorseur pour designer un {Gs,Gs)- 
bitorseur. 

Soient Bi et B2 deux {Hs,Gs) -bitorseurs sur S. Un morphisme de {Hs,Gs)- 
bitorseurs est morphisme de faisceaux d'ensembles (p : Bi ^ B2 qui est {Hs,Gs)- 
equivariant. 

Les {Hs, G5)-bitorseurs {resp. les Gs-bitorseurs) sur S et leurs morphismes con- 
stituent une categoric, notee: 

Bitors {S; Hs, Gs) {resp. Bitors {S; Gs)) 

Exemple 1.3.2. Le Gs-bitorseur trivial, note Gs,bitriv, est obtenu en faisant operer Gs 
sur lui-meme par translations a gauche et a droite. 

^C'est egalement ce qui justifie le fait qu'il est desespere d'arriver a une generalisation vraiment "ideale" 
de la suite a 5 termes dans le cas non-abelien avec les "H^" usuels; puisque par exemple I'ensemble 
iJjj {S, Gs) correspond certes aux classes d'isomorphie de Gg-torseurs sur S, mais oublie deliberement 
la structure a gauche de ces objets. 
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Exemple 1.3.3. Soit u un automorphisme de Gs- On lui associe le Gs-bitorseur note 
(Gs,u), defini en faisant operer Gs sur lui-meme: 

• a droite par translations; 

• a gauche en posant: g •gauche o' = u (g) .g' 

Exemple 1.3.4. A tout G^-bitorseur, on associe naturellement un Gs-torseur en "ou- 
bliant" Taction de Gs a gauche. Reciproquement, a tout Gs-torseur P, on associe un 
{ados (P) , G5)-bitorseur en faisant operer a gauche ad^s (-P) sur P de fagon evidente. 

Exemple 1.3.5. A tout (if^, G5)-bitorseur B on peut associer un (G^, if5)-bitorseur 
note B°PP et appele bitorseur oppose a B, la nouvelle action a gauche (resp. a droite) de 
Gs (resp. de Hs) etant definie en posant: 

gBb^b^g-^ {resp. 6 /i = /i * 6) , ^ g e Gs, ^heHs, ^ b e B; 

oil • (resp. *) designe Faction a droite (resp. a gauche) de Gs (resp. de Hs) donnee par 
la structure de {Hs, G5)-bitorseur de B. 

Remarque 1.3.6. Pour classifier les bitorseurs, on doit introduire la cohomologie a 
valeurs dans les modules croises. On appelle module croise (a gauche) sur S la donnee 
d'un morphisme de schemas en groupes sur S: 

ip:Gs — > Hs 
et d'une action a gauche de Hs sur Gs tels que: 

(i) <p {^g) = h.<p {g) .h-\ ygeGs,yheHs; 

(ii) ^^^'^g' = g.g'.g-\ yg,g'eGs; 

Par exemple, pour tout schema en groupes Gs sur S, le morphisme evident: 

conj : Gs — > Aut Gs 

et Taction naturelle de Aut Gs sur Gs donnent lieu a un module croise sur S. De 
plus, dans [Br90] ou [Br92], Breen definit la cohomologie a valeurs dans ce module croise 
{Gs Aut Gs). Sans rentrer dans les details de cette construction^, signalons juste que: 

• {S, Gs Aut Gs) correspond aux classes d'isomorphie de Gs-bitorseurs sur S, 
et 



^Que Ton peut d'ailleurs rapprocher de la cohomologie a valeurs dans un systeme de coefficients 
introduite dans [Do76]. 
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• {S, Gs Aut Gs) correspond aux classes d'equivalence de gerbes sur S locale- 
ment liees par Gs- En anticipant un pen, cet ensemble differe du de Giraud, 
puisque deux gerbes equivalentes (et non lien Gs-equivalentes) donnent la meme 
classe dans ce H^, et pas necessairement dans le de Giraud. 

La suite exacte (c/. [Br90]) suivante contient I'essentiel des proprietes des bitorseurs 
dont nous aurons besoin dans la suite de notre propos: 

(Int Gs) 

^ //o (Aut Gs) //o {Gs ^ Aut Gs) — --- 

(Int Gs) 

(Out Gs) 

ou Ton a note W (•) I'ensemble de cohomologie W {S, •) et: 

• conj. : {Gs) — > (Aut Gs) est le morphisme evident; 

• pour tout u e (Aut Gs), b{u) est le bitorseur {Gs,u) de I'exemple 1.3.3; 

• AP est le foncteur "amnesic partielle" qui associe a tout Gs-bitorseur B le Gs- 
torseur a droite sous-jacent; 

• pour tout Gs-torseur P, adcg (P) est comme d'habitude le faisceau des Gs- auto- 
morphismes de P (dans la preuve du lemme 1.2.13, nous avons explicitement decrit 
ce morphisme); 

• enfin I'application: 

A : (Aut Gs) — ^ (Out Gs) 

est celle qui associe a une forme de Gs le lien qu'elle represente; remarquons I'image 
par A d'une forme G'g de Gs est egale a la classe privilegiee de (Out Gs) si et 
seulement si G's est une S*- forme interieure de Gs- 

En particulier, si Gs est un schema en groupes abeliens, on a la suite exacte: 

— >H° (Aut Gs) — > {Gs ^ Aut Gs) — > {Gs) — > 

Dans ce cas, les Gs-bitorseurs constituent ime extension des G^-torseurs par Aut Gs- 
Pour clore cette section, notons que Ton dispose sur les bitorseurs une loi de compo- 
sition partiellement definie, grace an produit contracte. Plus explicitement: 
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Definition 1.3.7. Soient S un schema, et Gg, Hs et Ls des schemas en groupes sur 
S. Soient encore B (resp. C) un {Hs,Gs)-bitorseur (resp. un {Gs, Ls)-bitorseur). On 
appelle produit contracte de B et de C , et on note: 

BA^^C 

le faisceau B x C quotiente par la relation: 

(b.g,c) = {b,g.c) 

D'apres [Br90], V action a gauche (resp. a droite) de Hs (resp. de Ls) fait de B /\'^'^ C 
un {Hs, Ls)-bitorseur. 

Le bitorseur trivial est I'element neutre pour ce produit, et le produit contracte d'un 
bitorseur B avec son oppose B°pp est isomorphe au bitorseur trivial. 

1.4 Prechamps et champs 

II est bien connu (par exemple grace a [LMBOO]) que les champs algebriques four- 
nissent une generalisation de la notion de schema. lis apparaissent naturellement dans 
des problemes de modules, ou le foncteur que Ton etudie n'est pas representable par un 
schema, du fait de la presence d'automorphismes (voir par exemple I'etude des courbes de 
genre g >2 sur un schema S [DM69]). En clair, on ne pent obtenir un espace des mod- 
ules fin qu'en "rigidifiant" la situation, par I'intermediaire de structures supplementaires 
(pour etre un pen plus concret, cela se fait via les structures de niveau pour les varietes 
abeliennes). De la meme maniere, il est raisonnable de voir les champs en general (sur le 
site etale d'un schema S) comme une generalisation des faisceaux d'ensembles sur S. 

La definition de champ sur un schema S necessite plusieurs etapes. Premierement, on 
appelle categoric fibree sur S la donnee: 

(i) pour tout ouvert etale (5*1 S) d'une categoric, notee Q (Si) et appelee categoric 
fibre de Q au-dessus de I'ouvert etale (5*1 — > S)\ 

(ii) pour toute inclusion^: 



S2 ^ >S'i 




s 



entre ouverts etales de S, d'un foncteur (restriction a S2): 

ps,s2- giSi)^g{S2) 

91 \ ^9'i|52 

^Pour faire le parallele avec la definition usuelle de prefaisceau, nous appelons ici "inclusion" un mor- 
phisme entre ouverts etales de S; cet abus est justifie par le fait qu'une categoric fibree est grossierement 
un prefaisceau en categories, comme il est d'ailleurs indique dans [Br94a]. Un tel morphisme n'est cepen- 
dant pas un monomorphisme en general. 
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(iii) pour toute double inclusion: 

Ss ^ 5*2 ^ Si 




S 



d'une transformation naturelle: 

"^535251 : PS1S3 PS2S3 ° PS1S2 

de telle sorte que, pour toute triple inclusion: 

S4 — ^ 5*3 ^ 5*2 — ^ 5*1 




S 



les transformations naturelles obtenues par composition: 

PSiSi =^ PS3S4 O PS1S3 =^ PS3S4 O {PS2S3 ° PS1S2) 

et 

PS1S4 =^ PS2S4 ° PS1S2 =^ {PS3S4 ° PS2S3) ° PS1S2 

coincident. 

Q est appelee une categoric fibrec en groupoi'des sur 5", si la categoric fibre Q {S') 
au-dessus de tout ouvert etale (5" S) est un groupoide^. Le foncteur naturel: 

Q > Set 

est appele projection ou morphisme structural de Q. Commengons par un exemple naif: 

Exemple 1.4.1. Soit tt : X — » Spec k un fc-schema. On pent associer a X une categoric 
fibree sur A;/° notee provisoirement Qx^ en prenant pour toute extension etale L de A; le 
groupoide discret dont rensemble d'objets est: 

Qx {L) = Homspec k (Spec L, X) 

Autrement dit, la categoric fibre de Qx au-dessus de L a pour objets les points a valeurs 
dans Spec L du /c-schema X, et les seuls morphismes sont les identites des objets (en 
particulier Qx est une categoric fibree en groupoi'des!). 

Nous donnerons im pen plus loin des exemples plus interessants (heureusement!) de 
categories fibrees. La totalite des categories fibrees que nous considererons seront des 
categories fibrees en groupoi'des. 

^Un groupoide est une categorie ou toute fleche est inversible. 
^°/.e. une categorie fibree sur le site etale de Spec k. 
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Un morphisrne F : Q ^ Q' entre deux categories fibrees sur S est la donnee pour tout 
ouvert etale (5*1 S) d'un foncteur Fs-^ : Q {Si) Q' {Si) naturellement compatible avec 
les restrictions, dans le sens ou pour toute inclusion {S2 —>■ Si) le carre suivant: 

g{Si) — '^g'{Si) 

e' 

Q{S2)^—^g'{S2) 

commute, a un isomorphisme de foncteurs pres; i.e. il existe une transformation naturelle: 

: Ps[s2 ° ^S, ^ Fs2 o p^s,S2 

cette transformation naturelle satisfaisant a sont tour des conditions de compatibilite avec 
les transformations naturelles "ts3S2Si'- Un tel foncteur est aussi appele foncteur cartesien 
entre les categories Q et Q'. 

Un prechamp de groupoides sur S (ou simplement prechamp sur S) est une categoric 
fibree en groupoides Q sur S ou les isomorphismes se recollent: explicitement, cela signifie 
qu'etant donnes un ouvert etale (5" S), x et y deux objets de Q (5"), {Si — > S')^^j un 
recouvrement etale de S', la suite d'ensembles: 

Isomg(s/) {x, y) Hie/ Isom0(5,) (a;|5, , y^s, ) =t Uijei Isomg(5^^.) (xj^^^ , ?/|s,, ) 

est exacte (on a note Sij — Si Xs' Sj). Plus succinctement, il revient au meme de dire 
que Isom {x,y) est un faisceau sur le site etale de S'. 

Un champ de groupoides sur S (ou juste champ sur S, ou encore 5'-champ) est un 
prechamp de groupoides Q sur S ou toute donnee de descente sur les objets est effective, 
ce qui signifie ceci: soient: 

• {S' — > S) un ouvert etale de S; 

• {Si — > S')^^j un recouvrement etale de S'; 

• i9i)iei famille de sections de Q, plus precisement: 

g,eOb{g{Si)), V^e/; 



PS1S2 



pour tout couple {i,j) G / x /, un isomorphisme: 

Vij ■ 9j\Si^ ^ 9i\Sij 

de telle sorte que: 

Vik = Vij o Vjk, y {i,j,k) e I X I X I 
cette derniere egalite ayant lieu dans Isom (^ {Sijk)). 
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Alors il existe (effectivement) un objet g' & Q {S') et des isomorphismes: 

Vi ■ 9\Si — ' 9i 

compatibles avec les isomorphismes de recollement, dans le sens ou: 

Vij ° Vj = Vi sur Sij, V e I X I. 

Grossierement, un champ est done une categoric fibree dans laquelle les morphismes 
et les objets se recollent. Nous en donnons maintenant quelques exemples. 

Exemple 1.4.2 (Le champ Tors (/c, G) des G-torseurs sur un corps k). Soient k 
un corps et G un /c-groupe algebrique. Pour tout ouvert etale (Spec L — > Spec k), les Gl- 
torseurs sur le site etale de L sont les objets de la categoric Tors {L, Gl); cette categoric 
est d'ailleurs un groupoi'de, puisque tout morphisme de torseurs est un isomorphisme, du 
fait de la simple transitivite de Taction. En outre, si (Spec L' — > Spec k) est un ouvert 
etale de k inclus dans le premier, i.e. si le diagramme ci-dessous est commutatif: 

Spec L' 5- Spec L 




Spec k 



alors on a un foncteur: 

Pll' : Tors {L, Gl) Tors {L', Gl') 

qui associe a un Gx,-torseur P — > Spec L le torseur P^i Spec L' obtenu par changement 
de base; le carre suivant est done cartesien: 

Pl 

□ 

Spec V 5> Spec L 

Par ailleurs, le foncteur pll' associe a un morphisme f : P ^ Q de Gi-torseurs sur L 
le morphisme f^' : Pl' Qu obtenu lui aussi par changement de base; le diagramme 
ci-dessous est done commutatif: 




Spec L' > Spec L 



La collection des groupoi'des Tors {L,Gl) (pour L parcourant les extensions etales 
de k) et les foncteurs pll' constituent une categoric fibree en groupoides sur k. Cette 
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categorie fibree est notee Tors(A;, G): par definition, le groupoi'de fibre Tors (A;, C) (L) 
de cette categorie fibree au-dessus d'un ouvert etale (Spec L Spec k) est justement 
le groupoi'de Tors (L. Gl). La categorie fibree Tors (/c, G) est un prechamp puisque les 
morphismes se recollent, et c'est un cliamp car les torseurs (qui sont des faisceaux) se 
recollent (toujours par la theorie classique de la descente). 

Si Ton considere le cas particulier ou G = PGL^, on obtient le champ Tors {k, PGLn), 
et suivant que Ton interprete PGLn comme le groupe d'automorphismes de Af„ ou de 
P""^, on obtient le /c-champ Asc (/c, n) des A;-algebres simples centrales d'indice n, ou celui 
des varietes des fc-varietes de Severi-Brauer de dimension n — 1, note SB (fc,n — 1). En 
particulier, les champs Asc (fc, n) et SB(A;,n — 1) sont isomorphes, et I'isomorphisme de 
champs n'est autre que le foncteur qui permet d'associer a une algebre simple centrale A 
la variete de Severi-Brauer Xa correspondante, ce foncteur etant decrit dans le chapitre 
5 de [JaOO], ou encore dans [J96] III. 3. 5. 

Exemple 1.4.3 (Le champ Tors (S, G5) des G^-torseurs sur un schema S). Soient 
S un schema et Gs un ^-schema en groupes. On definit de la meme maniere que precedem- 
ment le champ Tors {S, Gs) des Gs-torseurs sur S. Le groupoi'de fibre de ce champ au- 
dessus d'un ouvert etale {S' — > 5") a pour objets les Gsz-torseurs^^ sur S", et pour fieches les 
isomorphismes de G^'-torseurs sur S'. Lorsque Ton prend Gs = Grm,s {resp. Gs = GLn^s, 
resp. Gs = PGLn^s), on obtient le champ LBun (5*) des fibres en droites sur S {resp. le 
champ VBun (n, S) des fibres vectoriels de rang n sur S, resp. le champ Az (n, S) des 
algebres d'Azumaya d'indice n sur S). 

Exemple 1.4.4 (Champ associe a un schema). Soient S un schema et Y un S- 
schema. On pent associer un S'-champ a Y , que I'on note encore Y; le groupo'i'de fibre de 
ce champ Y au-dessus d'un ouvert etale (S" — > S) le groupo'i'de discret^^ dont I'ensemble 
d'objets est: Horns {S' ,Y). Un S'-champ X est dit representable s'il existe un ^'-schema 
Y tel que le S'-champ associe a Y par le procede decrit ci-dessus et le (S'-champ X sont 
isomorphes. La presence d'automorphismes non-triviaux est done clairement un obstacle 
a ce qu'un (S-champ soit representable par un schema. 

Cette correspondance entre schemas et champs nous permet d'interpreter le foncteur 
projection d'un champ comme un morphisme de champs. Considerons par exemple le 
champ des G-torseurs sur un corps k. Le foncteur projection relatif a ce champ: 

p : Tors {k, G) — > (Spec k)^^ 

est celui qui associe a un torseur I'extension de k au-dessus de laquelle il est defini. Or, 
d'apres ce qui precede, on pent associer au /c-schema Spec k (!) un /c-champ. En adoptant 
ce point de vue, le foncteur p devient un morphisme de champs. 

Enfin, la construction du 5'-champ associe a un ^'-schema donne lieu a un foncteur 
pleinement fidele: 

(Sch/S) — > (Champ/S) 

de la categorie des S'-schemas dans celle des S'-champs, qui se factorise d'ailleurs par la 
categorie des S'-champs algebriques (c/. le chapitre 4 de [LMBOO]). 

^^On a note Gs' le schema en groupes Gg Xs S'. 
^^/.e. les seules fleches sont les identites. 
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Exemple 1.4.5 (Le champ A4g des courbes stables de genre g {g > 2)). Soit S 
un schema; rappelons que Ton appelle courbe stable (suivant [DM69]) de genre g sur S 
un morphisme 

vr : C — >S 

propre, plat, dont les fibres geometriques sont des schemas Cs de dimension 1, reduits, 
connexes, et tels que: 

• Cs n'a que des points doubles ordinaires; 

• si E est une composante rationnelle non-singuliere de Cs, alors E rencontre les 
autres composantes de Cs en au moins trois points. 

On note (SchEt) le site dont la categoric sous-jacente est celle des schemas, munie de 
la topologie etale. Pour tout schema S, on definit un groupoide que Ton note A4g,s en 
posant: 

Ob jets de A4q,s -' courbes stables de genre g sur S; 
lismes de 7Wq,g ." 5'-isomorphismes de schemas. 

La collection des M.g,s constitue une categoric fibree Mg sur (SchEt), et A4g est 
un champ de groupoides sur (SchEt) (c/. [DoOl]). En outre, ce champ est isomorphe au 
quotient de Hg par PGL {5g — 6), ou Hg est le sous-schema de Hilbg^^g des courbes stables 
tricanoniquement plongees dans j'j^^ _ j'gj^ _ (^^i _ gg^ Ig polynome de 

Hilbert (c/. [DoOl] p.127-128). 

Exemple 1.4.6 (Champ associe a un prechamp). Soit S un schema. Pour construire 
le faisceau (sur le site etale de S) associe a un prefaisceau sur S, il suffit de rendre locale 
la definition de section, de telle sorte que le recollement des sections devient possible. 
De la meme fagon, on construit le S'-champ associe a un S-prechamp en rendant locale 
la definition d'objet, de maniere a forcer I'eff'ectivite des donnees de descente. Ainsi, on 
obtient un foncteur: 

(Prechamp/S) — > (Champ/S) 

et tout ^-champ appartient localement a I'image essentielle de celui-ci [Br94a]. Plus 
precisement, si V est un prechamp sur S, et si (S' — > S) est un ouvert etale, une section 
du champ associe a V au-dessus de cet ouvert est la donnee: 

(i) d'un recouvrement etale (S'^ S')^^j; 

(ii) d'une famille de sections {Pi)i^j du prechamp V relativement a ce recouvrement: 
precisement, on demande que: 

(iii) {donnee de recollement) d'un isomorphisme de V [S^ x^/ Sj): 
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(iv) {donnee de descente) les isomorphismes (pij satisfaisant la condition de 1-cocycle^^: 

^ij ° ^jk = ^ik, V k) e I X I X I. 

De fait, il existe une maniere plus intrinseque de definir le champ associe a un prechamp 
(nous renvoyons a la definition II. 2. 1.1 de [Gi71] pour celle-ci.) 

1.5 Gerbes 

Definition 1.5.1. Soit S un schema. On appelle gerbe sur S (ou S-gerbe) un champ 
de groupoi'des Q sur le site etale de S, localement non-vide et localement connexe, soit: 

• (Q est localement non-vide). II existe un recouvrement etale {Si — > 'S')^^^ tel que: 

Oh{g{Si))^^, yiel. 

• (Q est localement connexe). Soient {S' — > S) un ouvert etale, et soient x et y deux 
objets de Q {S'). Alors il existe un recouvrement etale {Sj — » S')^^j tel que: 

^^s'- ~ y\s'j 

cet isomorphisme vivant dans le groupo'ide Q ('S'j), \/ j E J. 

Une S-gerbe est dite neutre si elle a une section au-dessus de S, i.e. si le groupo'ide 
fibre Q {S) est non-vide. 

Un morphisme de gerbes sur S est un morphisme de champs dont la source et le 
but sont des S-gerbes. 

Exemple 1.5.2 (Gerbes de torseurs). Soient S un schema, et Gs un ^'-schema en 
groupes. Le champ Tovs {S,Gs) de I'exemple 1.4.3 est une gerbe. En effet: 

• le champ Tors {S. Gs) est localement non-vide, puisqu'il Test meme globalement: le 
Gg-torseur trivial S Xs Gs S est en effet une section de ce champ au-dessus de 

S-, 

• le champ Tors (5", Gs) est localement connexe, puisque comme nous I'avons remarque 
dans la section 1.2, tout G^-torseur est isomorphe au Gs-torseur trivial, localement 
pour la topologie etale sur S. 

D'ailleurs, il est interessant de remarquer que toute gerbe neutre est de cette forme: 
^^C'est une maniere rapide de dire que: 

cette egalite ayant lieu dans Isom (V (S*,' Xs' Sj Xg/ S'f.)). 
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Lemme 1.5.3. Soit S un schema. Toute S-gerbe neutre Q est equivalente a une S-gerbe 
de torseurs. 

Preuve : soit Q une S'-gerbe neutre, et soit g un objet de G (S). Alors on a une 
equivalence: 

e: g — ^lbrs(5,Aut(^)) 
g'\ ^Isom {g,g') 

oil Aut{g) {resp. lsom{g,g')) designe le faisceau des automorphismes de I'objet g {resp. 
le faisceau des isomorphismes entre g et g'). 

□ 

On deduit immediatemment de ce lemme et de la definition de gerbe la consequence 
suivante: 

Corollaire 1.5.4. Toute S-gerbe est localement equivalente a une gerbe de torseurs. 

Preuve : soit g une .S-gerbe. Par definition, il existe un recouvrement etale {Si S)-^ 
tel que Ob {Q {Si}) ^ 0. Soit gi un objet de Q (Si), pour tout i e /. Alors les gerbes (sur 
le site etale restreint a Si) Q\Si et Tovs {Si, Aut (gi)) sont equivalentes, ou Aut {gi) est le 
faisceau sur Si des automorphismes de gi, et est le produit fibre Q Xs Si. 

□ 

Exemple 1.5.5 (Gerbe des algebres simples centrales sur un corps, etc...). 

Soit k un corps. D'apres I'exemple 1.4.2, le champ Asc{k,n) {resp. SB(A;,n — 1)) des 
algebres simples centrales sur k {resp. des varietes de Severi-Brauer de dimension n — 1) 
est une gerbe. En outre, les gerbes Asc {k, n) et SB {k, n — 1) sont equivalentes, puisque 
toutes deux sont equivalentes a la gerbe neutre Tors {k, PGLn). 

De la meme fagon, lorsque S est un schema, le champ LBun (5*) {resp. VBun(n, S"), 
resp. Az{n,S)) des fibres en droites sur S {resp. des fibres vectoriels de rang n sur S, 
resp. des algebres d'Azumaya d'indice n sur S) est une gerbe neutre, equivalente a la 
gerbe Tors (5", G„,5) {resp. Tors {S,GLn,s), resp. Tors {S, PGLn,s))- 

Nous presentons maintenant la gerbe que nous evoquerons le plus souvent au cours de 
ce travail. 

Exemple 1.5.6 (Gerbe des modeles d'un torseur). Solent k un corps de caracteris- 
tique nulle, X un /c-schema lisse et geometriquement connexe, G un A;-groupe algebrique 
lineaire, et P — > X un Gx-torseur. Par analogic avec les revetements, nous introduisons 
la definition suivante: 

Definition 1.5.7. On dit que P est de corps des modules k s'il represente une classe 
de (X, Gx) ■ II revient au meme de dire que pour tout cr G P, les torseurs P et P 
sont isomorphes. 
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Definition 1.5.8. On conserve les hypotheses adoptees ci-dessus concernant k, X et G, 
et on suppose P de corps des modules k. 

(i) L etant une extension etale de k, on appelle modele de P au-dessus de Xl un Gx^,- 
torseur Yl Xl tel que les Gx-torseurs P etYi — Yl Xx^ X sont isomorphes. 

(a) On appelle gerbe des modeles de P, et on note D (P) la k-gerbe dont le groupoi'de 
fibre au-dessus d'un ouvert etale (Spec L — > Spec k) a pour objets les Gx^^-torseurs 
Yl — > Xl tel qu'il existe a & F tel que les Gx-torseurs °'P et Yl sont isomorphes. 

P fti TT ^Y, 



G 



X 



X 



G 



Xl 



-^Xl 



G 



X 



^Gl 



Spec k ■ 



Spec L ■ 



Spec k 



G 



X 



G 



Les fleches du groupoi'de fibre D {P) (L) sont les isomorphismes de Gx^-iorseurs 
sur Xl. 



D (P) est effectivement une k-geihe, car: 

(1) c'est une categoric fibree en groupoides sur k, avec les foncteurs de "restriction" 
evidents; 

(2) c'est un A;-champ, puisque les isomorphismes de torseurs se recollent, et toute donnee 
de descente sur les torseurs est effective (d'apres [Gi71] III. 1.4.1); 

(3) D (P) est localement connexe, puisque deux objets sont isomorphes a P (du fait que 
''P^P,^ae r); 

(4) D (P) est localement non-vide: en effet (d'apres [SGA4-VII], 5.7 pour le cas abelien, 
et 5. 14. (a) pour le cas general): 

{X,Gx)^lhnH' {Xl,GxJ 

L 

la limite directe etant prise sur les extensions etales L de k. Par suite, tout [P] 
est represente par une classe [Ilq] ^ (-^Loj^^lq)' po^r une extension etale Lo/k 
"suffisamment grande". Done D (P) est localement non-vide, puisque le singleton: 

{Spec Lq — > Spec k} 

est un recouvrement etale de k. 
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Notons, meme si c'est une evidence d'apres la definition, que D (P) est une gerbe 
neutre si et seulement si P est defini sur A, i.e. si et seulement si P a un 
modele sur X. La gerbe D (P) mesure done I'obstruction a ce que la descente 
de P soit possible. 

Remarque 1.5.9. La gerbe D (P) que Ton vient de definir est exactement la gerbe D (c) 
decrite dans [Gi71] V.3.1.6. 

Remarque 1.5.10. Dans le cas ou G est abelien, et on la condition Gx {X) — G {k) est 

satisfaite, on pent associer a tout torseur P representant une classe dans {X,Gx) 
un type Xp £ Homp (g, Pic . En outre, comme on I'a rappele dans I'introduction, on 
dispose des deux suites exactes: 

^k, G) H' {X, Gx) {X, Gxf ^ {k, G) {X, Gx) 

et: 

{k, G) — > (X, Gx) Homr (g, Pic ^ {k, G) — > {X, Gx) 

L'image de P par le morphisme 6^ est la classe de la gerbe D (P) (c/. [Gi71] V.3.2.1). 
D'autre part, la gerbe d (Ap), qui mesure I'obstruction a ce qu'il existe un G^-torseur sur 
X de type Ap, coincide avec D (P) (c/. [HS02] 3.7. (c)). Par consequent: 

Proposition 1.5.11. Les assertions suivantes sont equivalentes: 

(i) P est defini sur k; 

(a) la gerbe D (P) est neutre; 
(in) la gerbe d (Xp) est neutre; 

(iv) il existe un Gx -torseur sur X de type Xp. 

Preuve : evidente, d'apres la remarque precedente et les definitions des gerbes D (P) 
et a(Ap). 

□ 

Exemple 1.5.12 (Gerbe des modeles d'un G-rev^tement). La definition de la gerbe 
des modeles d'un G-revetements (satisfaisant la condition corps des modules) presente 
beaucoup de points communs avec la gerbe des modeles d'un torseur. Nous renvoyons a 
la section 2 de [DD87] pour une presentation et une etude detaillees de cette gerbe. 

Exemple 1.5.13 (Gerbe des banalisations d'une algebre d'Azumaya). Soit X un 
schema regulier et geometriquement irreductible. On suppose que X est connexe, de telle 
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sorte que les algebres d'Azumaya sur X sont d'indice constant^'' (c/. [Mi80] p. 143). Soit 
A une algebre d'Azumaya sur X . On appelle banalisation de A un couple {S, a), ou S est 
une Cjf-algebre localement libre de type fini, et a est un isomorphisme de Ox-algebres: 



a : Endo^ {S) — > A 



I.e. tous les n, sont egaux dans I'exemple 1.2.9. 
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On definit la gerbe des banalisations B (A) de A ainsi: au-dessus d'un ouvert etale 
{X' — > X), le groupoide fibre [B {A)] {X') est le groupoide dont: 

• les objets sont les banalisations de A\x' = A^Ox ^x'- Ce sont done les couples 
{£', a), £' etant une Cx'-algebre localement libre de type fini, et a un isomorphisme 
de Ox'-algebres: 

a : Endo^, {S') A\x' 

• une fleche entre deux banalisations {£i, cxi) et (£2, 012) est un isomorphisme de Ox'- 
algebres ^ rendant commutatif le diagramme: 

Endo^, {E^) > Endo^, {E^) 




A\x' 



Alois la theorie de la descente assure que B {A) est un champ, et c'est une gerbe 
d'apres I'enonce ci-dessous (c/. [Gr68] 1.5.1 ou [Mi80] IV.4.2.1): 

Proposition 1.5.14. Soit A une Ox-olgebre qui est de type fini en tant que Ox-module. 

Les assertions suivantes sont equivalentes: 

(i) A est une algebre d'Azumaya sur X; 

(a) il existe un recouvrement etale {Xi — > X)-^j tel que A\Xi soit banale, y i E I; plus 
precisement, il existe pour tout i & I un entier ni tel que: A\Xi ~ (CxJ 

Exemple 1.5.15 (Gerbe des trivialisations d'un espace homogene). Soient k un 
corps de caracteristique nuUe, dont on fixe une cloture algebrique /c, et H un sous-groupe 
fini de SL^ (k). Soit V un espace homogene sous SLn avec isotropic H: on entend par la 
que V est une k-iorme de SLn/H, i.e. on a un isomorphisme sur k: 

V fti SLJH 

On a la relation de domination de Springer [Sp66]: 

H' {k,SL^)^H^k;SL,„H) 

L'espace homogene V represente une classe de {k; SLn, H). La gerbe T (V) que 
Ton va associer a V mesure I'obstruction a ce que [V] appartienne a I'image de la relation. 
Or, comme {k, SLn) est reduit a la classe du torseur trivial (par le theoreme 90 de 
Hilbert), toute classe appartenant a I'image de la relation est triviale. D'ou I'appellation 
de gerbe des trivialisations de V. Definissons maintenant cette gerbe: le groupoide fibre 
[T (V)] (L) au-dessus d'un ouvert etale (Spec L Spec k) a pour objets les S'L^-torseurs 
Pl (forcement triviaux) sur L tels qu'il existe une application: Jl '■ Pl ^ Vl, pour 
fieches les isomorphismes de torseurs. C'est efi'ectivement une gerbe d'apres [Sp66] 2. 
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Exemple 1.5.16 (Classe de Chern d'un fibre en droites). Soient X une variete 
projective lisse complexe, X"''^ la variete analytique associee [Fu98], et C un fibre en droites 
sur X. Nous verrons en appendice comment interpreter la classe de Chern ci (C) comme 
une gerbe sur le site analytique de X, mesurant I'obstruction a ce que C appartienne a 
I'image du morphisme: 

(X, Ox) — > Pic X 

Donnons maintenant deux exemples de champs qui ne sont pas des gerbes: 

Exemple 1.5.17 (Le champ M.g). Ce champ n'est pas une gerbe car il possede un 
ouvert^^ (non-vide) de courbes ne possedant pas d'automorphisme non-trivial. Or nous 
verrons dans la section suivante que les gerbes se differencient des champs par ce que les 
objets d'une gerbe ont tons (localement) les memes automorphismes. 

Exemple 1.5.18 (Le champ 7r*Tors {X, Gx))- On considere une nouvelle fois un corps 
de caracteristique nulle k, un /c-schema 7i : X ^ Spec k, et un /c-groupe algebrique 
lineaire G. En general, le champ Tr^Tors (X, Gx) n'est pas ime gerbe. Rappelons que ce 
A;-cliamp a pour categoric fibre au-dessus d'un ouvert etale (Spec L Spec k) la categoric 
Tors(X^,Gxi) des Gxi-torseurs sur X^. C'est une categoric fibree en groupoides sur 
k munie des foncteurs de restriction evidents, c'est un prechamp car les isomorphismes 
de torseurs se recollent, et c'est un champ car les torseurs sur X constituent un champ. 
En outre, ce champ est localement non-vide, et meme globalement non-vide puisque le 
Gx-torseur trivial X x Gx est un objet de ce champ au-dessus de Spec k. Mais deux 
objets ne sont pas necessairement localement isomorphes (ce champ n'est pas localement 
connexe): etant donnes (Spec L — > Spec k) un ouvert etale de /c, deux Gx^-torseurs P et 
Q sur Xl, il existe certes un recouvrement etale {Xi — > Xl)^^^ tel que: 

Cependant, les ouverts de ce recouvrement n'ont aucune raison de provenir d'un re- 
couvrement etale de L; plus explicitement, il n'y a aucune raison pour que les schemas 
Xi soient de la forme Xi,., ou les seraient des extensions etales de L. Done P et Q, 
vus comme objets de: 

[TT.Tors (X,Gx)] {L) 

ne sont pas localement isomorphes. 

Cet exemple illustre done le fait que I'image directe d'une gerbe par un morphisme de 
schemas n'est pas en general une gerbe, alors que I'image inverse d'une gerbe est toujours 
une gerbe [Gi71] V.1.4.2. 

1.6 Liens 

Avant de donner la definition de lien en general, nous donnons juste idee pratique de 
cette notion. Remarquons tout d'abord que par definition, deux objets g et g' d'une gerbe 
Q sur un schema S sont localement isomorphes. II s'ensuit que g et g' ont localement 

^^Pour la definition d'ouvert d'un champ algebrique, nous renvoyons a [LMBOO] ou [Vi89]. 
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le meme faisceau d'automorphismes, I'isomorphisme entre ces faisceaux etant obtenu par 
conjugaison: 

Aut{g) Ant{g') 
f ' — > V°f°V~^ 
ou (fi est un isomorphisme entre g et g'. L'idee qui s'impose done naturellement, lorsque 
Ton souhaite classifier les gerbes sur un schema S, est d'associer a chaque -S'-gerbe un 
"faisceau en groupes" sur S. C'est ce qui justifie I'introduction de la notion de lien. 

Le champ des liens sur un schema 

Soit S un schema. Les faisceaux de groupes sur ^S" constituent un S'-champ note 
(FAGR/,5) (c/. [Gi71] II.3.4.12). Pour tout ouvert etale {S' S), la categoric fibre 

(FAGR/,5) {S' S) 

est la categoric FAGR{S') des faisceaux de groupes sur le site etale de S'. Le prechamp 
des liens est construit en deux temps a partir de ce champ: 

Definition 1.6.1. On note (Lien/S) la categoric fibrec sur S, dont la categoric fibre 
[Lien/ S) (S') au-dessus d'un ouvert etale (S" S) a pour objets les faisceaux de groupes 
sur S' ; les morphismes entre deux objets J- et Q sont les sections du faisceau quotient: 

Int (J^) \noTaFAGR{S') Q)/l^i (G) 

Proposition 1.6.2. La S-categorie fibree (Lien/S) est un S-prechamp, le prechamp des 
liens sur S. On appelle champ des liens sur S et on note (LIEN/S) le champ qui lui 
est associe par le foncteur (cf. exemple 1.4-6): 

(Prechamp/S) — > (Champ/S) 

On appelle lien sur S un objet du champ (LIEN/S). Notons que I' on peut associer d 
tout faisceau de groupes G sur S un lien sur S , cette association etant obtenue en grace 
au foncteur compose: 

lien : (FAGR/5) — > {Lien/S) — > (LIEN/S) . 

Un lien sur S (ou S-lien) est dit representable s'il appartient a I'image essentielle de 
ce foncteur; autrement dit, mi lien C sur S est representable par un faisceau de groupes 
G s'il existe un isomorphisme de liens sur S: 

L ft! lien G 

Un lien L sur S est dit localement representable par un faisceau de groupes G sur 
S s'il existe un recouvrement etale (Si — > S) et des isomorphismes de liens sur Si: 

£,\Si ~lien(G'|5,) 

Par construction meme, tout lien sur S est localement representable par un faisceau de 
groupes. 

Enfin, un lien C sur S est dit realisable s'il existe une S-gerbe Q telle que: 

lien (g) ft C 
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Definition 1.6.3. Soient S un schema, G un faisceau de groupes sur S et Q une S- 

gerbe. On dit que Q est liee par G si lien {Q) est representahle par G. On dit que 
Q est localement liee par G si lien (Q) est localement representahle par G. II suffit 
pour cela qu'il existe pour tout ouvert etale {S' — >• S) et pour tout g' G Ob {S')) des 
isomorphismes fonctoriels ([MiSO] p. 144 )■' 

Gs {S') Aute(5o (^0 

Exemple 1.6.4. On se place dans la situation de I'exemple 1.5.6, et on considere P un 
Gx-torseur de corps des modules k. Alors: 

Lemme 1.6.5. Si G est abelien, alors: 
(i) la k-gerbe D (P) est liee par tt^Gx; 

(a) si de plus la condition Gx (X) — G (k) est satisfaite, alors D (P) est liee par G. 

Preuve ; En effet, soit (Spec L — Spec k) un ouvert etale tel que le groupoide fibre 
D (P) (L) soit non-vide, et soit Pl un de ses objets. La gerbe D (P) ig^^^ ^ est done 
neutre(!), et elle est done equivalente a une gerbe de torseurs sur L . Explicitement, on a 
une equivalence de L-gerbes [Gi71] V.3.1.6.(ii): 

^- ^(^)|SpecL Tors(L,7r.adG,^(PL)) 

P' ^ TT, (P' ^°^L P^) 

OU P^^^ designe le bitorseur oppose a Pl, vu comme un ^ado^^ (-Pl) , Cx^^-bitorseur. On 
verifie ensuite que tt* et ad commutent, ce qui est immediat; enfin, comme G est abelien, 
le faisceau adTr^Cx^ {t^*Pl) n'est autre que le faisceau n^Gx^, d'ou le point (i). 

Pour le point (ii) on utilise le fait que la condition Gx {X) = G (fc) implique que les 
faisceaux n^Gx et G sont isomorphes (c/. preuve du lemme 1.2.14). 

□ 

Exemple 1.6.6. La gerbe des modeles d'un G-revetement est liee par le centre de G {cf. 
[DD97]). 

Exemple 1.6.7. La gerbe des banalisations d'une algebre d'Azumaya sur un schema X 
est liee par Gm,x {cf. [Gi71] V.4.2 ou [MiSO] p. 145). 

Exemple 1.6.8. La classe de Chern d'un fibre en droites sur une variete analytique X, 
vue comme une gerbe sur le site analytique de X"", est liee par Z^"" {cf. appendice A). 

L'enonce suivant est encore traite dans le cas general dans [Gi71] (corollaire IV. 1.1. 7. 3). 
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Proposition 1.6.9. Soient S un schema et G un faisceau de groupes sur S. L'ensemble 

des classes d 'isomorphic de liens localement representables par G est en bijection avec 
V ensemble de eohomologie {k, Out G), oil Out G est le faisceau sur S des automor- 
phismes exterieurs de G. 



Remarque 1.6.10. L'ensemble (5*, Out G) des formes exterieures est pointe par la 
classe du Out G-torseur trivial; ce dernier correspond au 5'-lien lien G. 



Soient 5" un schema et G un faisceau de groupes sur S. On a toujours la suite exacte 
de faisceaux de groupes sur S: 

— ^ Int G — ^ Aut G — ^ Out G — ^ 1 

d'ou une suite de eohomologie (deja evoquee, voir diagramme p. 14): 

{S, Int G) — > {S, Aut G) ^ {S, Out G) 

L'application A est juste celle qui associe a une forme^^ (sur S) de G le lien qu'elle 
represente. Un lien est done representable par G s'il appartient a I'image de A. En outre, 
on deduit facilement de I'exactitude de cette suite I'enonce: 



Lemme 1.6.11. Avec les notations adoptees precedemment, si G' est une S-Jorme in- 
terieure de G, alors: 

lien G' ^ lien G 



Une consequence beaucoup moins immediate de I'exactitude de la suite precedente est 
la suivante: 



Proposition 1.6.12. Soient S un schema, Gg un schema en groupes reductifs sur S. 
Alors tout S-lien localement (pour la topologie etale) representable parGs est representable 
par une S -forme de Gs- 



Preuve : soit C un S-lien localement representable par Gs- C represente une classe 
de {S, Out Gs). Du fait que Gs est reductif, la suite: 



1 > Int Gs Aut Gs Out Gs > 1 

est scindee [Dem64] p. 28. Cette section induit une section de l'application: 

^(1) 



{S, Aut Gs) {S, Aut Gs) 



^^Rappelons que Ton appelle S-forme d'un objet A defini sur S un objet A' defini sur S, localement 
isomorphe a A pour la topologie etale sur S. Par exemple, une fc-variete de Severi-Brauer de dimension 
n est une fc-forme de I'espace projectif P^; une fc-algebre simple centrale d'indice n est une fc-forme de 
I'algebre de matrices M„ (fc); une algebre d'Azumaya d'indice n sur S est une .S'-forme de la Os-algebre 
M„{Os), etc... 
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d'ou la conclusion. 

□ 

Remarque 1.6.13. Nous avons deliberement choisi de nous restreindre a la topologie 
etale, en vue de nos applications. Signalons cependant que cet enonce est valable dans 
un cadre beaucoup plus general (c/. [Do76] V.3.2). 

1.7 Cohomologie a valeurs dans un lien 

Definition 1.7.1. Soient S un schema et C un S-lien. On definit I'ensemble 

H'' {S,jC) 

comme I'ensemble des classes d'equivalence de S-gerbes de lienC pour la relation d'equivalence 
suivante: Q et Q' sont dites equivalentes au sens de Giraud s'il existe une equivalence 
e : Q ^ Q' liee par id^. On note [Q] la classe d'une S-gerbe de lien C 

Exemple 1.7.2. Soient S un schema, Gs un S'-schema en groupes, et G'g une S'-forme 
interieure de Gs- Alors les gerbes Tors (5, Gs) et Tors [S, G'g) out evidemment meme 
lien (d'apres le lemme 1.6.11), et ce lien n'est autre que lien Gs- En outre, il existe une 
equivalence 

e : Tors {S, Gg) — > Tors {S, G'g) 

mais e n'est pas forcement liee par I'identite. En effet, on deduit de la suite exacte de 
faisceaux: 

— > Z (Gs) — >Gs — > Int Gs — ^ 
une suite longue d'ensembles pointes: 

{S, Gs) ^ (S, Int Gs) ^ {S, Z (Gs)) 

Comme nous le verrons bientot, le groupe {S, Z {Gs)) agit simplement transitivement 
sur I'ensemble H"^ {S, lien Gs); en outre, la proposition IV. 3. 2. 6 de [Gi71] assure que 
I'ensemble {S, Int Gs) "agit" transitivement (par I'intermediaire de (3) sur I'ensemble 
H'^ {S, lien Gs)' des classes neutres de (S-gerbes liees par Gs- 

Par consequent, les gerbes Tors {S, Gs) et Tors {S, G's) ne sont equivalentes (au sens 
de Giraud) que si G's est une 5'-forme interieure de Gs telle que: 

^{[G's]) = OeH'{S,Z{Gs)) 

Remarquons pour conclure cet exemple que si G'g est une S-forme interieure de 
Gs, alors les gerbes Tors {S,Gs) et Tors {S,G'g) sont equivalentes au sens de Breen {cf. 
[Br94a]), i.e. representent la meme classe dans: 

H' {S,Gs ^Aut Gs) 

Avant d'aller plus loin, commengons par quelques faits et remarques elementaires con- 
cernant le a valeurs dans un lien. 
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Fait 1.7.3. Soient S un schema et C un S-lien. L'ensemble (S,jC) est non-vide si et 
seulement si C est realisable. 

Preuve : triviale, d'apres la definition de lien realisable. 

□ 

Fait 1.7.4. Soient S un schema et C un S-lien. Soient Q etQ' deux S-gerbes equivalentes 
(au sens de Giraud ou nan) de lien C. Si Q est neutre, alors Q' est egalement neutre. 
On appelle classe neutre de H^{S,C) une classe de S-gerbes equivalentes au sens de 
Giraud et de lien C dent un (done tous, par ce qui precede) representant est neutre. 

Preuve : si Q est neutre, alors elle a une section au-dessus de S. L'equivalence entre 
G et Q' fournit alors une section de Q' au-dessus de S. Done Q' est neutre a son tour. 

□ 

Fait 1.7.5. Soient S un schema et Gs un schema en groupes sur S. Alors l'ensemble 
{S, lien Gs) possede une classe privilegiee: 

[Tors (5,6-5)] 
On I'appelle la classe triviale de H"^ {S, lien Gs). 

L'ensemble {S, lien Gs) possede done toujours cette classe triviale, mais il pent 
aussi (d'apres I'exemple 1.7.2) posseder plusieurs classes neutres, diff'erentes de la classe 
triviale. Explicitement, avec les notations du fait ci-dessus, soit G'g une S'-forme interieure 
de Gs. Si P {[G'g]) ^ 0, alors la gerbe ToYs{S,G'g) n'est pas equivalente (au sens de 
Giraud) a la gerbe Tors {S, Gs)- Dans cette situation done, la classe [Tors {S, Gg)] est une 
classe neutre de H'^ {S, lien Gs), difi^erente de la classe triviale. 

Evidemment, la situation est nettement plus simple si I'on considere un schema en 
groupes abeliens: 

Fait 1.7.6. Soient S un schema et Gs un S-schema en groupes abeliens. L'ensemble 
(S, lien Gs) possede une unique classe neutre, qui est la classe triviale: [Tors (S, Gs)]. 

Preuve : puisque Gs est abelien, il ne possede pas d'automorphisme interieur non- 
trivial. La suite exacte de cohomologie (c/. section precedente): 

(S, Int Gs) — > (S, Aut Gs) {S, Out Gs) 

se reduit alors k I'identite: 

{S, Aut Gs) (5, Aut Gs) 
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Autrement dit, il existe un unique (a isomorphisme pres) (S-lien localement representable 
par Gs- le lien lien Gs lui-meme, d'ou le fait. 

□ 

Dans ce cas, on pourra noter cette unique classe neutre (et on pourra alors parler 
de dasse nulle). En effet: 

Fait 1.7.7. Soient S un schema et Gs un S-schema en groupes abeliens. L'ensemble 
{S, lien Gs) possede une loi de groupe. De plus les groupes {S, lien Gs) et H^^ {S, Gs) 
sont isomorphes. 

Preuve : c'est la proposition IV.3.5.1 de [Gi71]. 

□ 

Enfin le theoreme suivant est d'une importance capitale, puisqu'il permet de reduire 
la cohomologie a valeurs dans un lien a celle de son centre: 

Fait 1.7.8 (Theoreme IV. 3. 3. 3 de [Gi71]). Soient S un schema et C un S-lien. Alors 
l'ensemble (S, C) est un pseudo-torseur sous (S, Z Z (C) designant le centre 

du lien L. 

Dans le cas particulier ou C = lien G est representable par un faisceau de groupes 
G sur S, l'ensemble {S, lien G) est principal homogene sous V action de {S, Z (G)) 
(puisque le centre de lien G est representable par le centre de G [Gill] IV. 1.5. 3. (Hi)). 

Definition 1.7.9. Soient S un schema et C un S-lien. Nous dirons que l'ensemble 
H^{S,jC) est inessentiel s'il est non-vide et s'il n'est compose que de classes neutres. 
D'apres le fait precedent, lorsque G est un faisceau de groupes abeliens sur S, l'ensemble 
{S, lien G) est inessentiel si et seulement si il est reduit a la classe nulle. 

Voici maintenant un exemple de situation particulierement important oii le est 
inessentiel, et qui est en partie une consequence du fait 1.7.8. 

Theoreme 1.7.10. Soient k un corps de caracteristique nulle et G un k-groupe al- 
gebrique. Alors l'ensemble (/c, lien G) est inessentiel dans les cas suivants: 

(i) G est semi-simple adjoint; 

(a) k est un corps de nombres purement imaginaires et G est semi-simple; 
(Hi) k est un corps de nombres et G est semi-simple simplement connexe. 

Preuve : pour les cas (ii) et (iii), c'est le theoreme VI.3.2 de [Do76]. Pour le cas 
ovL G est semi-simple adjoint, commengons par noter que l'ensemble H'^ {k, lien G) n'est 

I.e. {S, C) est vide ou principal homogene sous I'action de {S, Z {£)). 
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pas vide, puisqu'il possede au moins la classe triviale. D'apres le fait 1.7.8, il est done 
principal homogene sous {k, Z (G)). Or, G etant adjoint, son centre est trivial. Done 
le groupe {k, Z {G)) est nul, et I'ensemble {k, lien G) est reduit a la classe triviale. 
En particulier, il est inessentiel. 

□ 

Pour achever ce chapitre, nous donnons deux exemples d'application de ce theoreme. 

Corollaire 1.7.11. Soient k un corps de caracteristique nulle, et G une k-forme de 
PGLn- Toute k-gerbe de lien lien G est neutre. 

Preuve : c'est une consequence directe du theoreme 1.7.10, puisque PGLn est semi- 
simple adjoint. 

□ 

Corollaire 1.7.12. Si k est un corps de nombres, 1' application: 

6n:H'{k,PGLn)^ nBvk 

est bijective. Autrement dit, tout element d'ordre n dans Br k est I'image par 5„ d'une 
k-algebre simple centrals d'indice n. En termes de gerbes, cela revient a dire que toute 
k-gerbe liee par Hn (c'est en particulier un k-champ de Deligne-Mumford) est la gerbe des 
trivialisations d'une k-algebre simple centrale d'indice n. 

Preuve : de la suite exacte de faisceaux sur k: 

0^ lln^ SLn^ PGLn 1 

on deduit I'existence d'une application injective^^: 

1 H' {k, PGLn) ^ {k, fin) = nBr k 

Soit [Q] G nBr k. L'obstruction a ce que cette classe appartienne a I'image de 5„ 
est mesuree par une gerbe dont le lien est representable par une forme de SLn [Gi71] 
IV. 4. 2. 10. Comme SLn est semi-simple simplement connexe, cette gerbe est neutre d'apres 
le theoreme 1.7.10. Done Sn est bijective. 

□ 

Remarque 1.7.13. En fait, il est deja connu que cette application est bijective dans bien 
d'autres cas que les corps de nombres (c/. [CTGP03]). Remarquons aussi qu'il existe des 
corps sur lequels (5„ n'est pas bijective; c'est le cas du corps Km construit par Merkurjev 
pour obtenir un contre-exemple a une conjecture de Kaplansky [Me91]. II existe en effet 
sur Km une algebre simple centrale d'indice 4, mais d'esposant 2 {i.e. dont I'image dans 

^^La seule trivialite de I'ensemble {k,SLn) n'entrame pas I'injectivite de 5" cf. [JaOO]. 
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Br k est d'ordre 2). Une telle algebre simple centrale represente done une classe de 
{Km, PGL4) dont I'image par risomorphisme: 

A : Br azKm — > Br Km 

appartient a 2Br Km- H s'ensuit que I'application: 

52 : (Km, PGL^) (Km, 1^2) = 2Br Km 

n'est pas surjective. 
Par consequent: 



Corollaire 1.7.14. // existe une KM-forme SL'2 de SL2 telle que H"^ {KM,^ien SL'2) 
possede une classe non-neutre. 
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Chapter 2 



Descente de torseurs et points 
rationnels: le cas abelien 

Dans [DD87], Debes et Douai montrent que I'obstruction a ce qu'un G-revetement 
f : X ^ B de corps des modules k soit defini sur k est mesuree par une gerbe (la gerbe 
des modeles Q (/) du G-revetement) localement liee par le centre de G. Si G est abelien, 
on si Z (G) est un facteur direct de G, cette gerbe est neutre lorsque la suite exacte de 
groupes fondamentaux: 

1 {B*) Uk (B*) ^ r ^ 1 

est scindee {ou B* = B — D, D etant le lieu de ramification du G-revetement). C'est en 
particulier le cas lorsque la base du revetement possede un point /c-rationnel (en dehors 
du lieu de ramification). L'objectif de ce chapitre est d'obtenir le meme type d'enonce 
pour les torseurs sous un schema en groupes abeliens. 

On se place done dans la situation suivante: k est un corps de caracteristique nulle, 
dont on fixe une cloture algebrique k et dont on note F le groupe de Galois absolu; X est 
un /c-schema geometriquement connexe, quasi-compact et quasi-separe, tt : X ^ Spec k 
est le morphisme structural, et G est un /c-groupe algebrique lineaire abelien. 

Une premiere idee consiste a utiliser la suite spectrale de Leray attachee a cette situ- 
ation: 

= HP {k, RH^Gx) =^ H^+'i {X, Gx) = E^+'i 

Dans ce que nous serous amenes a considerer comme les "bons cas" [i.e. lorsque la 
condition Gx {X) = G (A;) est satisfaite), la suite exacte a 5 termes associee a la suite 
spectrale ci-dessus s'ecrit: 

O^H^ (k, G) (X, Gx) ^ {X, Gxf (k, G) ^ (X, Gx) 

Cette suite est evidemment parfaitement adaptee a notre probleme de descente, puisqu'on 
y lit directement I'obstruction a ce qu'un G^-torseur P sur X de corps des modules 
k soit defini sur k. Plus precisement, le morphisme 5^ defini en algebre homologique 
a une interpretation en termes de gerbes: c'est celui qui associe a une classe [P] la 
classe d'equivalence [D {P)] de la gerbe d'un quelconque de ses representants (c/. [Gi71] 
V. 3. 1.4.1). Dire que P est defini sur k. c'est exactement dire que [P] appartient a I'image 
de u, ce qui equivaut done a la nullite de la gerbe D (P) e i7^(A;,G). Nous verrons 
que I'existence d'un point A;-rationnel sur X entraine alors que tout Gx sur X de corps 
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des modules k est defini sur k, ou de fagon equivalente, que le morphisme u est surjec- 
tif. Notons que cette approche fournit, a peu de frais, des resultats sur la descente des 
G-revetements abeliens. 

Dans la deuxieme section, on s'interesse a ce qui se passe en general, si Ton n'impose 
plus la condition Gx {X) — G (fc) . Nous montrons que le point-clef est finalement la 
comparaison entre les faisceaux (sur k) G et n^Gx- Pour illustrer les differences entre 
cette situation et celle de la premiere section, on s'interesse en particulier a une variete 
X telle que: 

G^^x {X) ^ G^-, {k) 

Plus precisement, on a: 

k[X]* = F ®Z 

Dans cette situation particuliere, I'existence d'un point fc-rationnel ne suffit pas a ce 
que tout jf-torseur sur X de corps des modules k soit defini sur k. 

Enfin, nous nous plagons dans la derniere section sur un corps de nombres, et nous 
utilisons un resultat de Skorobogatov qui assure que la descente des torseurs sous des 
groupes abeliens sur des "bonnes varietes" est possible des qu'il existe sur X des points 
adeliques d'un certain type, ce qui est plus faible que de demander I'existence de points 
/c-rationnels. 

2.1 Consequences de la suite spectrale de Leray 

Dans cette section, k designe un corps de caracteristique nulle, dont on choisit une 
cloture algebrique k; on note F = Gal {k/k) le groupe de Galois absolu de k. On considere 
G un /c-groupe algebrique abelien. Enfin on se donne: 

TT : X — > Spec k 

un /c-schema geometriquement connexe, quasi-compact et quasi-separe, et on suppose 
satisfaite la condition: 

Gx {X) = G {k) 

Rappelons quelques definitions: 

Definition 2.1.1. Un morphisme de schemas f : X est dit: 

(i) quasi- compact si pour tout ouvert quasi-compact U de Y , I'image reciproque {U) 
est quasi- compacte; 

(a) quasi-separe (resp. separe) si le morphisme diagonal 

Af.XXyX — ^Y 

est quasi-compact (resp. une immersion fermee). 

Un k-schema est dit quasi-compact (resp. quasi-separe, resp. separe) si le morphisme 
structural X — > Spec k est quasi-compact (resp. quasi-separe, resp. separe). 



2.1. CONSEQUENCES DE LA SUITE SPECTRALE DE LERAY 



41 



Exemple 2.1.2. Un morphisme separe est quasi-separe, puisqu'une immersion fermee est 
quasi-compacte; un morphisme noetherien est quasi-compact (c/. [EGAl] 1.6.1.9); un mor- 
phisme affine est quasi-compact et separe (c/. [EGAl] 1.9.1.3): le caractere quasi-compact 
{resp. quasi-separe) est stable par composition et par changement de base quelconque 
(c/. [EGAl] 1.6.1.5, resp. 1.6.1.9);... 

Avec ces hypotheses sur X et G, on a une suite exacte a 5 termes: 
{SI) : O^H^ {k, TT.Gx) {X, Gx) ^ {k, R^ii.Gx) 

-^H' {k,n.Gx)^H' {X,Gx) 
qui est la suite exacte en basses dimensions associee a la suite spectrale de Leray: 

= RPF {RH^Gx) =^ X (Gx) = E^+i 

ou: 

r : FAGRAB (k) — > 2tb {resp. F ^ : FAGRAB {X) — > 2lb) 

est le foncteur qui associe a un faisceau de groupes abeliens sur le site etale de k {resp. de 
X) le groupe abelien de ses sections globales. Comme par definition les foncteurs derives 
a droite de ces foncteurs sont justement les foncteurs cohomologie, on pent reecrire la 
suite spectrale ci-dessus: 

= HP {k, RH^Gx) =^ Hf^" {X, Gx) = E^^'^ 

On pent maintenant rendre plus agreable I'expression de la suite (SI) grace an theoreme 
5.2 de [SGA4-VIII] dont voici I'enonce: 

Theoreme 2.1.3. Soient f : Z ^ Y un morphisme quasi-compact et quasi-separe de 
schemas, G un faisceau abelien sur Z, y un point de Y , y le point geometrique au-dessus 
de y, relatif a une cloture separable k{y) de k{y), Y — Spec (Cy,y) le schema localise 
strict correspondant, Z — ZxyY, G I'image inverse de G sur Z . Alors I'homomorphisme 
canonique: 

{R'^f.G)^^H^ {Z,G) 
est un isomorphisme, pour tout q > 0. 

Remarque 2.1.4. Get enonce reste valable (d'apres la remarque 5.3 de [SGA4-VIII]) 
pour un faisceau de groupes G sur Z non-necessairement abelien, pour q — et q — 1, 
en prenant pour R^f^G la definition de [Gi71] V.2.1: c'est le faisceau sur Y associe au 
prefaisceau dont I'ensemble des sections R}f*G {Y') au-dessus d'un ouvert etale {Y' — > Y) 
est donne par: 

R^UG {Y') =H^Zxy Y', G^zx^y' ) 
Corollaire 2.1.5. Sous les hypotheses du debut de cette section, on a des isomorphismes: 

i^*Gx)s,ec-k^G{k) 

(R'^*Gx),-,^H' {X,Gx) 
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Preuve ; il suffit d'appliquer le theoreme ci-dessus avec Z = X , Y = Spec k, f = n 
et G = Gx, et d'utiliser (pour obtenir le premier isomorphisme) I'hypothese Gx = 
G{k). 

□ 

Par consequent, on pent reecrire la suite (SI): 
{S2) : Q^H^ {k, G) {X, Gx) ^ {X, Gxf ^ {k, G) ^ {X, Gx) 

Remarque 2.1.6. De fait, I'image du morphisme v est incluse dans la partie transgressive 
{X, Gx)"'^, qui est le noyau du morphisme evident: 

{X,Gx)^H^ {X,Gx) 

Ces considerations nous amenent a introduire une nouvelle notation: 

Definition 2.1.7. Soit k un corps. On appelle k-schema de type {*) un k-schema 
geometriquement connexe, quasi- compact et quasi-separe. 

Une premiere consequence de I'exactitude de la suite (32) est la suivante: 

Theoreme 2.1.8 (Obstruction abelienne a I'existence d'un point rationnel). 

Soient k un corps de caracteristique nulle, X un k-schema de type (*), et G un k-groupe 
algebrique abelien tels que Gx {X) = G (k). 

Si X (k) 7^ 0, alors tout Gx-torseur sur X de corps des modules k est defini sur k. 

Preuve : I'existence d'un point /c-rationnel sur X entraine I'existence d'une retraction 
du morphisme v : {k, G) — > H"^ {X, Gx)- Done v est injectif^, done le cobord 5^ de la 
suite {S2) est nul, done le morphisme u est surjectif, d'ou la conclusion. 

□ 

Remarque 2.1.9. II revient an meme de dire, avec les notations et hypotheses du 
theoreme, I'existence d'un point /c-rationnel sur X entrame I'existence d'un point k- 
rationnel de la gerbe des modeles de tout (5x-torseur sur X de corps des modules k. 

Une derniere maniere de traduire I'enonce precedent est que lorsque X possede un 
point rationnel, il n'existe pas d'obstruction a la descente des G^-torseurs de corps des 
modules k. 

En outre, on pent prolonger la suite exacte {S2): en effet, on pent associer a toute 
suite spectrale: 

El^"^ ^ EP+'i 

^Puisque dans la categorie des groupes abeliens, il est equivalent de dire qu'un morphisme est injectif 
ou qu'il possede une retraction. 
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une suite exacte: 



El'"" ^E'^ E^'^ E^'° E'/ 



ou: 



E^'''^ker{E^^E'/} 
Sous les hypotheses du theoreme 2.1.8, on obtient ainsi la suite exacte: 

{S3) : — {k, G) — > {X, Gx) ^ (X, Gxf ^ {k, G) 

^ {X, Gxf ^ {K {X, Gx)) ^ {K G) 

On en deduit done la: 

Proposition 2.1.10. Soient k un corps de caracteristique nulle, X un k-schema de type 
{*), et G un k-groupe algebrique tels que Gx {X) — G (k). 
Si X{k)^^ dors: 

(i) la suite: 

— >H^ {k, G) — > (X, Gx) {X, Gxf — ^ 

est exacte; 
(a) la suite: 

O^H^ {k, G) {X, Gx)'''' ^ {k, {X, Gx)) 

est exacte. En particulier: 

(Hi) le morphisme z : {k, G) — > {X, Gx) est injectif. 

Preuve : I'existence d'un point /c-rationnel sur X entraine I'existence de retractions 
des morphismes v et z, d'ou la conclusion, en utilisant I'exactitude de la suite {S3). 

□ 

Nous donnons maintenant des exemples d'applications de ces proprietes aux groupes 
de Picard et de Brauer d'une /c-variete, ainsi qu'aux G-revetements abeliens. 

• Application aux groupes de Picard et de Brauer 

On s'interesse done ici au cas particulier ou G = Gm,k- De maniere a pouvoir utiliser 
les resultats precedents, on souhaite voir remplie la condition: 

G^^x {X) = G^-k {k) 

c'est-a-dire: 

k[xY^k* 

Pour ces applications, nous considerons done une /c-variete X propre^. En ecrivant 
alors la suite {S3) avec G — Gm,k, on obtient la suite exacte: 

^Mais les resultats obtenus ici sont encore valables pour une variete X telle que: fc [X]* = k*; une 
telle variete n'est pas necessairement propre (on peut par exemple penser a I'espace affine A^). 
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(SA) : — >PicX — > (Pic XY — >Bi:k — > Bi^^^X 

H' {k, Pic X) {k, Gm,k) 

oh: Br"'^X = ker |Br X ^ Bi X^ est le groupe de Brauer transgressif de X. De cette 
suite exacte, on deduit immediatemment la: 

Proposition 2.1.11. Si X est une k-variete propre, et si X {k) ^ 0, alors: 
(i) tout fibre en droites sur X de corps des modules k est defini sur k; 
(a) la suite: 

— > Br A; — > Br"'^X — > {k, Pic X) — >0 

est exacte; 

(Hi) le morphisme (k, Gm,k) — ^ (X, Gjn,x) esi injectif. 

Preuve : c'est une consequence immediate de la proposition 2.1.10. 

□ 

Notons tout de suite que le (i) de la proposition ci-dessus ne pent pas fournir reellement 
d'obstruction a I'existence d'un point fc-rationnel lorsque k est un corps de nombres. Plus 
explicitement: 

Proposition 2.1.12. Soient k un corps de nombres, Aj. son anneau des adeles, et soit 
X une k-variete propre. Si X (A^) ^ 0, alors le morphisme: 

PicX — > (Pic Xf 

est un isomorphisme. 

Preuve : soit L un fibre en droites sur X de corps des modules k. La gerbe des 
modeles D (Z) vit dans Br k. Mais, comme X a un A;„-point pour toute place v de k: 

D (Z) ®k K = loc^ {D (Z)) 

est neutre, pour toute place v de k (loc^ : Br A; — > Br /c„ etant le morphisme evident). En 
particulier, D (Z) est dans le noyau de I'application loc intervenant dans la celebre suite 
exacte: 

^Bvk^^®^' kv^}^Q/z .0 

Done D (Z) = 0, done Z est defini sur k. 

□ 
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L'exactitude de la suite (yS'4) a aussi des consequences sur le calcul de I'obstruction de 
Brauer-Manin^ d'une variete. Explicitement, supposons toujours X propre: I'obstruction 
de Brauer-Manin de X associee a B (X) (en reprenant la terminologie de [CTS87], defi- 
nition 3.1.1), que nous noterons m'H,B(x) (^), est un element de 

B (Xf = Horn (B (X) , Q/Z) 

ou B {X) est le groupe construit a partir du groupe de Brauer de la fagon suivante: on 
commence par poser: 

Br X - Br°'gX 

~ im (Br k ^ Br X) 

puis on definit B {X) {resp. UI^ {k, Pic X)) comme le noyau de I'application de localisa- 
tion: 

BraX ^ Yl Bra {X K) ( resp. {k, Pic X) ^ H {k^, Pic X) J 

En utilisant l'exactitude de la suite (S'4) on obtient: 

BraX (fc, Pic X) 

done en "passant aux noyaux sur toutes les places", on a: 

B (X) ^ {k, Pic X) 

Le calcul de I'obstruction de Brauer-Manin de X associee a B {X) se ramene done 
essentiellement au calcul de Pic X. D'ou par exemple la: 

Proposition 2.1.13. Soient k un corps de nombres et X une k-variete qui est: 
(i) une variete de Severi-Brauer; 

(a) une intersection complete lisse de dimension > 3; 
alors: 

B (X) = 

En particulier, I'obstruction de Brauer-Manin mH,B(x) {X) d'une telle variete est 
nulle. 

Preuve : elle repose sur le fait que dans les deux cas, on a Pic X — Z.^ Done 
(/c, Pic X) = 0, et a fortiori Ul^ {k, Pic X) = 0. D'ou la conclusion, puisque mHE{x) {X) G 
B (X)^ et B (X) ^ {k, Pic X). 

□ 



^Pour la definition et la construction de cette obstruction, nous renvoyons a la section 2.3.1 du present 
chapitre. 

''C'est trivial pour les varietes de Severi-Brauer, et nous renvoyons a la demonstration de la proposition 
suivante pour le cas des intersections completes. 
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Get enonce n'est toutefois absolument pas surprenant dans la mesure ou le groupe de 
Brauer de telles varietes est "trivial" dans le sens suivant: 

Proposition 2.1.14. La "conjecture de Grothendieck" est "trivialement vraie" pour les 
varietes de Severi-Brauer et pour les varietes intersections completes lisses dans P"" de 
dimension > 3 sur un corps k de caracteristique nulle. Plus precisement, si X est une 
telle variete, alors: 

BiAzX Br A; Br X 
BiAzX designant le groupe des classes d'isomorphie d'algebres d'Azumaya sur X . 

Preuve : si X est une variete de Severi-Brauer: alors il existe un entier n tel que: 
X ^_Fl. Par suite, Pic X = Z, done (A;, Pic X) = 0, done Br k = Br°'^'X. De plus, 
Br X = 0, car le groupe de Brauer d'un espace projectif sur un corps algebriquement clos 
est nul [Gr68]. Done Br^^^X = Br X. 

Si X est une intersection complete lisse dans P" de dimension > 3: commengons par 
montrer: Pic X — Z. D'apres le principe de Lefschetz (c/. [Har92] 15.1), k etant de 
caracteristique nulle, on pent supposer k = C. Supposons dans un premier temps que X 
est une hypersurface: on a le diagramme commutatif et a lignes exactes suivant: 

(X, Ox) (X, 0>) > (X, Z) (X, Ox) ■ ■ ■ 

> (P", Opn) ^ (P", C>;„) ^ (P", Z) ^ (P", Opn) > ■ ■ ■ 

les lignes etant obtenues a partir de la suite exponentielle, et les colonnes a partir de 
I'inclusion: X ^ P'*. Pour des raisons evidentes de dimension^, les groupes: 

(X, Ox) , (X, Ox) , (P", Cpu) et (P**, Oj?n) 

sont nuls. D'autre part, le theoreme de la section hyperplane de Lefschetz (c/. [GH78] 
p. 156) assure que le morphisme: 

(P",Z) — > (X,Z) 

est un isomorphisme. Done: 

(X, o*x) ^ (P", o;„) 

c'est-a-dire: 

Pic X Z 

Pour obtenir cette propriete dans le cas on X est une intersection complete lisse dans 
P" (et non plus seulement une hypersurface), il suffit d'appliquer le theoreme de la section 
hyperplane "suffisamment" de fois (precisement n — dimX fois). D'apres la suite (S4), on 
a deja: 

Br'^^^X = Br A; 

spour W (P", Ovr^), i = l,2, c'est exactement le (b) du theoreme III.5.1 de [Hart77]; pour W {X, Ox), 
i = 1,2, c'est le (c) de I'exercice III. 5. 5 de loc. cit. 
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La conclusion provient alors du fait que le morphisme naturel 

BiAzX — ^ Br X 
est toujours injectif, et de ce que Bi X — dans ce cas [Ma74]. 

□ 

• Application aux G-revetements (G abelien) 

On considere X une /c-variete projective geometriquement irreductible et G un groupe 
fini abelien. Dans ce cas, G-revetements etales et G-torseurs coincident, et I'obstruction a 
ce qu'un G-revetement f : Y ^ X de corps des modules k soit defini sur k est mesure par 
une gerbe Q (/) vivant dans {k,G). Une consequence presque immediate de la suite 
spectrale de Leray est I'enonce suivant (qui est a rapprocher du theoreme de Combes- 
Harbater): 

Theoreme 2.1.15. Avec les notations introduites plus haut, si X possede un point k- 
rationnel en dehors du lieu de ramification de f, alors le G-revetement f est defini sur 
k. 

Preuve : On note X* = X - R, oil R est le lieu de ramification de /, X* = X - R, 
et /* : F* — > X* la restriction de / a X*. La condition G (X) = G (k) est satisfaite, car 
G est fini, et la conclusion provient alors de ce que I'existence d'un point /c-rationnel sur 
X* entraine I'existence d'une retraction du morphisme v dans la suite exacte: 

O^H^ {k, G) (X*, G) (X*, Gf ^H'' {k, G) (X*, G) 

□ 

Si Ton suppose maintenant A; = Q, et: 

X (Aq) ^ 

c'est-a-dire si Ton suppose que X a des points reels et des points p-adiques pour tout 
nombre premier p, alors: 

(/) (8)Q K = 

et: 

^ (/) <8)Q Qp = 0, V p premier 

c'est-a-dire: 

em^ (Q,G) = 

On retrouve ainsi le principe local-global de Debes et Douai (c/. [DD97] theorem 3.8): 

Theoreme 2.1.16 (Principe local-global pour les G-revetements abeliens). Avec 
les notations indiquees ci-dessus, un G-revetement f : Y ^ X de corps des modules Q 
est defini sur Q si et seulement si il est defini sur M et sur Qp pour tout premier p. C'est 
en particulier le cas si X possede des points adeliques. 
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2.2 De I'importance de la condition Gx {X) = G (A;) 

Nous commengons par im exemple (dil a J.-L. CoUiot-Thelene et O. Gabber) illustrant 
le caractere indispensable de cette condition. Soit k un corps possedant une extension 
cyclique non-triviale L. II existe done une classe a non-nulle dans {k, Z). On considere 
le /c-schema: 

X^Gm^ Spec k [T, T-^] 

On fixe k une cloture separable de k, et on note comme d'habitude X — X <S)kk. Les 
fonctions inversibles sur X sont donnees par: 

k[X]* ^k*®Z 

le scindage etant obtenu par evaluation en T = 1: 

-z ^k[xf^^^k* -0 

ni ^T" 

//T"i 

On en deduit la suite exacte: 

{k, Z) ^ {k, k [X]*) -^Brk 
Remarquons que le morphisme i est injectif, car (A;, A;*) = 0. Notons: 

P — i (a) . 

(5 est done un element non-nul de H"^ (A;, k [X]*^. D'autre part, on a un morphisme^: 

j : {k,k[XT) ^ BrX 
Comme X est afiine, le monomorphisme de groupes: 

A : BvAzX — >BvX 

obtenu en associant a une algebre d'Azumaya sur X la gerbe de ses banalisations (c/. 
[Gi71] V.4.2) est un isomorphisme (c/. [GaSO] thm. 1 p. 163). Par suite il existe une un 
schema de Severi-Brauer Y ^ X telle que: 

A iY) = J iP) 

Comme revaluation de /3 en 1 est triviale, Y possede un point A;-rationnel au-dessus 
de T" = 1. En particulier: 

Y{k)^iD 

^C'est I'edge £'2''^ — > E'^ de la suite spectrale de Leray: 

HP {k, i?%*G„,x) =^ {X, Gm,x) . 
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De la suite spectrale de Leray et du morphisme Y ^ X on deduit le diagramme commu- 
tatif et a lignes exactes suivant: 

Pic Y (Pic Yf {k, k [Y]*) ^ Br r 

w 

Pic X (Pic Xf {k, k [X]*) ^ Br X 

On a k [X]* — k [Y]* J et w est un isomorphisme. /5 (identifie a son image par w dans 
(/c, ^[y]*)) est non-nul, mais uy (P) — 0. Done le morphisme uy n'est pas injectif, 

malgre I'existence d'un point /c-rationnel. En particulier, le morphisme Pic Y — > (Pic Y^^ 
n'est pas surjectif. 

Proposition 2.2.1. Pour le k-schema Y construit ci-dessus, le morphisme 

PicF^ (Pic yY 
n'est pas surjectif, bien que Y possede un point k-rationnel. 



Nous montrons maintenant pourquoi, sur cet exemple, I'existence d'un point /c-rationnel 
sur Y n'entraine pas I'existence d'une retraction du morphisme v dans la suite exacte (c'est 
la suite {SI) deduite de la suite spectrale de Leray): 

(55) : Pic F ^ H*^ {k, i?V,G^,y) ^ H"^ {k, 7r,G„,y) ^ Br F 

ou TT designe le morphisme structural Y — > Spec k, obtenu par composition a partir des 
morphismes F — > X et X — > Spec k. 

Commengons par decrire S^: soit V un element de {k, i^^Tr^G^^y); c'est une section 
globale du faisceau i?^7r*G^_y, et c'est done la donnee: 

• d'une famille d'extensions etales {Li/k)-^j; 

• pour tout i & I, d'un G,„,y^,-torseur Pj — F^,; 

• pour tout couple & I x I, d'un isomorphisme: 



V I y 

^ij I ^ij 



''Car le morphisme F ^ X est lisse avec des fibres propres et geometriquement integres. Done une 
fonction inversible sur Y a une restriction a la fibre generique qui est constante (je remercie D. Harari 
pour cet argument). 
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On peut maintenant donner une description tout-a-fait concrete de ce qui empeche V 
d'appartenir a I'image du morphisme u. Pour tout triplet k) e on a le diagramme 
suivant: 




qui n'a aucune raison d'etre commutatif. On pose alors: 



I ijk I ijk \ I ijk 



II est immediat que {cijk)^jj^^j est un 2-cocycle, qui mesure I'obstruction a ce que la 
famille des isomorphismes (^ij)ij^j, qui est une donnee de recollement sur les Pj soit une 
donnee de descente: 



Pj xy^, Yl^,^ 



Remarquons maintenant que: 

Cijk e ^^Gm,Y^,,^ {Pi xvi. Xci.-fc) , V e 
et du fait que est abelien (!), on a: 

Or, par definition du faisceau 7r*G„j.y, ceci signifie encore que: 

Cijk e 7r*G„,y {Lijk) , V (i, j, /c) e 
Par suite, la classe du 2-cocycle: 

[cijk] e H'^ {{Li/k)^^j , TT^Gmx) ^ H"^ {k, n^Gmx) - ^'^ 7r*G„,y) 

(ou le dernier isomorphisme est du au theoreme III. 2. 17 de [Mi80]) est exactement I'obstruction 
a ce que V appartienne a I'image de u. 

Passons maintenant a la description de v. Soit Q G {k,n^Gm,Y)- En utilisant une 
fois encore le theoreme III. 2. 17 de [Mi80], Q est represente par un 2-cocycle: 



i9ijk)ij^ka' ^ {{Li/k)-^j, ,Tr^Gm,Y) 



Par definition, on a done: 



Qijk e 7r^Gm,Y {Lijk) , V (i, j, k) e I 



/3 
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c'est-a-dire: 

On obtient done trivialement un 2-cocycle: 

ce qui fournit done une interpretation partieulierement elaire du morphisme: 

Montrons maintenant que I'existence d'un point /c-rationnel entraine I'existence d'un 
morphisme: 

Soit e if^(y,GTO,y); une nouvelle application du theoreme III. 2. 17 de [Mi80] permet 
de supposer que est represente par un 2-cocycle^: 

Pour tout (Q;,/9,e) G , on a^: 

Puisque Y possede un point /c-rationnel y, on pent considerer le produit fibre: 

y<x 'XY,y Spec k 

C'est un fc-schema etale, etant obtenu par changement de base a partir du morphisme 
Ya Y , qui est etale par hypothese. On note Spec ce schema. Pour resumer la 
situation, on a done le diagramme commutatif suivant: 




Spec Ka — ^ Spec k 



Revenons maintenant a. notre cocycle {jape) ^ a e- Po^^' tout triplet {a,(3,e) e A^, le 



*0u {ya/Y)c,^A un recouvrement etale de Y qui ne provient pas a priori d'un recouvrement etale 
de k. 

^On a note: Yaf3e = Ya Xy Xy Y^. 
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nouveau diagramme ci-dessous est commutatif: 



Vaff. 




Spec Ka/3e 



laffe 



Spec k 



ou: 



Ka/3e = <S>k Kp 0k 



On pose: 
Alors: 



Ce faisant, on obtient done un 2-cocycle: 

II est immediat que Ton a ainsi defini un morphisme: 

r : H"^ {Y, G„,y) — > Br k 
mais du fait que tt^G^jY 7^ Gj„.fc, ce n'est pas une retraction du morphisme: 

U : {k, TT.Gmx) Gm,Y) 

mais seulement une retraction du morphisme: 

u':Bvk^H^ (Y,Gm,Y) 

defini de maniere evidente vu ce qui precede. Pour conclure, on a le diagramme commu- 
tatif: 



Pic Y {k, R^n,Gm,Y) — 7r*G^,y 



Bry 




Br A;- 



Remarque 2.2.2. Nous avons affirme un peu vite que r est une retraction du morphisme 
u' . Pour completer la preuve de cette affirmation, il reste encore a prouver le fait suivant: 
si L/k est une extension etale, et en reprenant les notations habituelles: 



Yr 



f 



Spec L — Spec k 
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alors: 



Spec L c^Yl X f^Y,y Spec k 



Pour ce faire, on commence par remarquer que I'existence du point /c-rationnel y 
entrame I'existence d'une section: 

yL ■■ Spec L ^Yl 

du morphisme ttl- Son existence (et son unicite d'ailleurs) est assuree par la propriete 
universelle du produit fibre, puisque Ton dispose du diagramme commutatif suivant: 



Spec L 




Spec L 



Spec k 



Donnons nous maintenant un schema Z et deux morphismes 

g : Z — > Xl et h : Z — > Spec k 
tels que: / o g = y o h. On a: 

Z 




II existe un unique morphisme 

Y — > Spec L 

rendant commutatif tout le diagramme ci-dessus, le morphisme ttl o g. En effet, on a 
d'un cote: 

/o yLO ttlO g^ f o g 

et de I'autre: 

yo qo ttlo g^ fo y^o ttlO g^ fo g 

Enfin: 

qo ttlo g = n o f o g — tt o y o h — h 
Par suite, le /c-schema Spec L est effectivement le produit fibre: 

Spec L ~ X f^Y,y Spec k 
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2.3 Points adeliques et torseurs 

Le but de cette section est d'illustrer par des applications un resultat de CoUiot- 
Thelene et Sansuc [CTS87] (etendu par Skorobogatov [Sk99] des tores aux groupes mul- 
tiplicatifs) assurant que I'existence de points adeliques est suffisante pour descendre des 
torseurs sous des groupes abeliens sur des varietes propres. Jusqu'a la fin de ce chapitre: 



• k est un corps de nombres, dont on note Vlk I'ensemble des places et I'anneau 
des adeles; 



• X est une /c-variete propre, de telle sorte que^'': 

On note toujours tt : X — > Spec k le morphisme structural. 

On identifie I'ensemble des points /c-rationnels de X a son image dans ni;eQj, i^v) 
par le morphisme diagonal: 

Xik) llX{k,) 

X I > {Xy^XO 

Pv : Spec ky — > Spec k 

est le morphisme evident. 



X 



Spec ky 



Spec k 



On a done evidemment I'inclusion: 



X{k)GX (Afc) 

II est done immediat que X (k) 7^ =^ X (A^) 7^ 0. Un probleme difficile est 
d'arriver a determiner pour quelles varietes la reciproque est vraie, i.e. I'existence de 
points adeliques sur X entraine I'existence de points rationnels sur X; c'est ce que I'on 
appelle le principe de Hasse. Plus precisement: 



Definition 2.3.1. Soit X une variete propre sur un corps de nombres k. 
(i) Si X (Afe) 7^ 0, on dit que X a des points partout localement. 

^°En general, on a seulement I'inclusion: X (A^) C Htjenfc ^ (ky)- Le critere valuatif de proprete (c/. 
[Hart77] II. 4. 7) fournit I'autre inclusion. 
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(a) On dit que la variete X est un contre- example au principe de Hasse si X a 

des points partout localement, mais ne possede pas de point k-rationnel. 

• Exemples de varietes satisfaisant le principe de Hasse 

• les quadriques projectives lisses [Se70]; 

• les A;-formes de x [CTS87]; 

• les varietes de Severi-Brauer [CTS87]; 

• les surfaces de Del Pezzo de degre 6 [CTS87]; 

• certaines intersections de quadriques [CTCS80]; 

• les surfaces cubiques singulieres dans P| (Skolem); 

• les torseurs sous un groupe semi-simple simplement connexe (Kneser-Harder, c/. 
theoreme 4.2 de [Sa81]). 

• Quelques contre-exemples au principe de Hasse 

• la surface cubique de Cassels et Guy [CG66]: c'est la surface de Pq d'equation: 



Swinnerton-Dyer [Sw62] a egalement exhibe une surface projective lisse contre- 
exemple au principe de Hasse; 

• Poonen [Po99] a prouve que pour tout i e Q, la courbe de P^ d'equation: 



est un contre-exemple au principe de Hasse; 

• Siksek et Skorobogatov [SSk03] ont exhibe une courbe de Shimura contre-exemple 
au principe de Hasse; 

• enfin Sarnak et Wang [SW95] ont construit une hypersurface lisse de Pq de degre 
1130 qui est un contre-exemple au principe de Hasse, sous reserve que la conjecture 
de Lang (c/. [La91] conjecture 1.2 p. 179) tienne. 

Ce dernier contre-exemple nous interesse particulierement. puisque I'obstruction de 
Brauer-Manin d'lme hypersurface lisse de Pq est nuUe. Comme le resultat de Skoroboga- 
tov que I'on veut utiliser est fortement lie a cette obstruction, nous rappelons ici sa 
construction. 



hX^ + 9F^ + lOZ^ + 12T^ 
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2.3.1 Construction de I'obstruction de Brauer-Manin 

Soit X une /c-variete propre. On a un accouplement naturel: 

(Ace) : X{k)xBvX ^ Br k 

{x,b)\ ^x*b 

que Ton peut decrire de la maniere suivante: comme d'apres nos hypotheses k [X]* = k*, 
la suite spectrale de Leray: 

E^,'' = HP {k, RH.Qm,x) =^ HP+'i {X, = E^+'i 

fournit la suite longue de cohomologie: 

— ^ Pic X — > (Pic Xf — ^ Br A; — > Bv X — > H^ {k, Pic X) — ^ 

Si X est un point rationnel, c'est-a-dire une section du morphisme structural: 

X 

X — ^ Spec k 
alors il fournit une retraction notee x* de I'edge: 

E^'° = Br A; ^ Bi X ^ E^ 

X* 

Le morphisme x* ainsi decrit est celui intervenant dans la definition de I'accouplement 
(Ace). 

Remarque 2.3.1.1. Dans le cas ou X est une variete pour laquelle la "conjecture 
de Grothendieck" sur les groupes de Brauer est vraie, on a une interpretation plus 
geometrique pour le morphisme x*. 

Supposons que X soit une telle variete. Soit b E Bv X. Xotons A une algebre 
d'Azumaya sur X correspondant^^ a b; alors x*b n'est autre que la fibre Ax de A au point 
X. Evidemment, Ax est une fc-algebre simple centrale, car c'est une k (a;)-algebre simple 
centrale, et la rationnalite de x entraine k {x) = k. 

On veut maintenant rendre local I'accouplement {Acc). Pour toute place v & ftk on 
peut evidemment definir de la meme maniere que (Acc) un accouplement: 

(Accy) : X X Br X ^ Q/Z 

{xy, b) I > inv^ (x^b) 

ou inv^ : Br fc^ — > Q/Z est I'invariant fourni par la theorie du corps de classes. En 
efi^et, comme x^ est un point de X a valeurs dans Spec k^,, le diagramme ci-dessous est 

^^On entend par la que: A {[A]) = 6, ou A : BtazX — > Br X est le morphisme de Grothendieck. 
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commutatif: 



X 




Spec ky — 5^ Spec k 

et Xv induit done un morphisme: 

xl'.BrX — > Br K 

Remarque 2.3.1.2. Une fois encore, si Br^i^X = Br X, on a une interpretation geometrique 
de x*. En effet, soit b E Bv X, et soit A une algebre d'Azumaya correspondant a b. Dans 
ce cas x^b n'est autre que le pullback de A par le morphisme Xy-. 




On definit maintenant un accouplement global a I'aide de la famille d'accouplements 
locaux (AcCy): 

(., .) : X (A,) X B (X) ^ Q/Z 

{{xyl,b)i ^Ei"^'' (<0 

ou b designe un representant dans Br"^^X C Br X de b. II n'est a priori pas evident 
que {{xy)^ , b) soit bien defini par la formule ci-dessus. Nous rappelons brievement les 
arguments qui prouvent la coherence de cette definition. 

Fait 2.3.1.3. La somme inv^ {^Ibj est finie. 

Pr.EUVE : puisque (xy)^ G X (A^), on a e Bi Oy, pour presque tout v E flk, d'ou 
la conclusion puisque Br = (c/. [Mi80]). 



□ 
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Fait 2.3.1.4. La valeur de la somme invv (^xlbj ne depend pas du representant b e 
Br^'^X de b choisi. 

Preuve : soient b et b' deux representants de 6. Alors il existe c G Br^'^^X tel que^^: 

b^b' + c 

Done: 

inv,„ (^xlbj = ^ inv„ j + ^ inv^ (a;*c) 

i;6f2)j t'Sfifc ^'Sf^fc 

On deduit de la suite exacte: 

{S7): ^Brk . Br /c, 



la nullite de la somme inv^ (xlc), ce qui acheve la preuve du fait. 



□ 



Les deux faits precedents nous assurent done que raccouplement (•, •) est bien defini. 
Nous enongons maintenant sa propriete fondamentale: 

Proposition 2.3.1.5. Avec les notations introduites precedemment: 

(i) La valeur de V accouplement: 

{M^,b) 

ne depend pas du point adelique de X choisi. 

(ii) Si {x^)^ e X (Afe) appartient a I'image du morphisme diagonal: 

^ (^) ^ n ^ (^-) 

alors: {{Xy)^,b) = 0. 

Preuve : soient (x^)^ e X (A^) et 6 e B {X). Choisissons un representant b e Br"^^X 
de b. Pour toute place v de k, on a: 

loc^ (6) e Bv^'^X^ 

ce qui prouve (i). 

Soient maintenant 6 G B (X) et b un representant de b. On a: 

x*J) = {xo p^y b = pl (x*b^ , \/ V eflk, 

et x*b e Br k. 

i^On a note: Br^^*X = im {Br k — ^ Br X}. 
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En utilisant une nouvelle fois I'exactitude de la suite {S7), on en deduit finalement 
que: 

□ 

En conclusion, on a done defini un morphisme de groupes: 
mw,BW (X) : B {X) 

ou G X (Afc) est quelconque, et b est un representant de b dans Br"'^X. De la 

proposition precedente, on deduit alors le: 

Theoreme 2.3.1.6. 

Si X (k) 0, alors (X) = e B (Xf. 
Notons enfin pour terminer ces rappels que (voir p. 45): 

(*) B{xf ^m^k,PicX)'' 

puisque Ton deduit de la suite exacte: 

Br A; — > Br"'^X — > {k, Pic X) — > 

I'isomorphisme: 

Br„X ^ {k, Pic X) 
puis I'isomorphisme (X), en "passant aux noyaux sur toutes les places" et en dualisant. 

2.3.2 Exemples de calculs de m^^B{x) (X) 

Exemple 2.3.2.1 (Varietes de Severi-Brauer et intersections completes lisses). 

D'apres la proposition 2.1.13, on a le: 

Lemme 2.3.2.2. Si V est une k-variete de Severi-Brauer ou une intersection complete 
lisse de dimension > 3, alors m-H,B{x) (V) — 0. 

Exemple 2.3.2.3 (Surfaces de Del Pezzo). Rappelons que Ton appelle surface de 
Del Pezzo une surface projective lisse dont le diviseur anticanonique est ample. Le plan 

projectif est im exemple de surface de Del Pezzo^^. Un exemple moins trivial est fourni 
par la surface cubique non-singuliere de P^. Cette derniere est obtenue en eclatant en 
6 points en position generale (non co-coniques et 3 a 3 non-alignes). Done son groupe de 
Picard est 77 (un premier exemplaire de Z correspond a P^, et les 6 autres sont fournis 

i^^Puisque Kp2 = -3F^, d'apres [Hart77] II.8.20.1. 
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par les diviseurs exceptionnels correspondant aux eclatements successifs). D'une maniere 
plus generale, une surface de Del Pezzo est toujours obtenue en eclatant en un certain 
nombre de points (c/. [Ma74]), et son groupe de Picard est done toujours de la forme 
. Si r opere trivialement sur (c'est alors un F-module de permutation), on a (c/. 
[CTS87]): 

{k,z^) =0 

d'oii la nullite de mu,B(x) {X) dans ce cas. 

Exemple 2.3.2.4 (Espaces homogenes sous S'L„ avec isotropie finie). Soit H un 
sous-groupe fini (non-necessairement abelien) de SL^ {k)-^^ On considere alors le ^-espace 
homogene: 

V = SL^ (k) /H 

On choisit X une /c-forme^^ de V. D'apres le corollaire 4.6 de [FI73], on a: 

Pic X = ^ 

II s'ensuit que I'obstruction de Brauer-Manin d'une telle variete X n'est en general 
pas nulle. 

Lemme 2.3.2.5. Soient n un entier, et H un k-groupe algebrique qui est un sous-groupe 
de SLn (k). Soit X une k-forrne de SL^ (k) /H. Alors: 

mn(x)em' (k,a^ 

Nous terminons ces exemples en faisant le lien entre cette remarque et la dualite de 
Tate-Poitou. On suppose maintenant H abelien fini, et on note toujours X une forme de 
SL^ {k) /H. On peut associer a X la gerbe de ses trivialisations, c'est-a-dire la gerbe Qx 
qui mesure I'obstruction a ce que X soit domine par un 5'L„-torseur sur k (necessairement 
trivial). Dans la terminologie de Springer [Sp66], la donnee de X correspond a la donnee 
d'un 1-cocycle a valeurs dans SL^ {k) /H, et Qx est alors la classe du 2-cocycle a valeurs 
dans H mesurant ce qui empeche de le relever en un 1-cocycle a valeurs dans SL^ (k) . 

Supposons que X ait un point partout localement. Alors^^: 

Gx e {k, H) 

Moyennant la definition de la cohomologie a valeurs dans un topos localement annele 
(c/. [SGA4-V]) on peut definir I'obstruction de Brauer-Manin^^ de la gerbe Qx, notee 
TTT-H {Ox) [DEZ03]. Celle-ci a le bon goiit de satisfaire la propriete suivante: 

^^En particulier, H est un fc-groupe algebrique; il ne provient pas necessairement d'un groupe defini 
sur k. 

^^11 est un peu abusif d'utiliser parler de "fc-forme" ici; nous voulons juste dire que X est une fc-variete 
telle que: X (gj^ w V. 

^^Pour 6tre completement rigoureux, il eut fallu dire: Qx represente une classe dans III^ (k,H). Get 
abus est justifie par le fait que si un representant dans une classe d'equivalence est une gerbe neutre, 
alors tons les representants de cette classe sont des gerbes neutres. 

^'^Nous renvoyons au chapitre IV pour la definition de I'obstruction de Brauer-Manin d'une gerbe. 
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Proposition 2.3.2.6. Avec les notations introduites ci-dessus: 
(i) mn (Gx) = m-H {X); 
(a) la dualite de Tate-Poitou: 

(fc, H) X (k, — > Q/z 

est explicitement realisee grace a V obstruction de Brauer-Manin des gerbes, dans le 
sens oil: 

mn : {k, H) ^ (k, 

g\ ^mn^G) 

est un isomorphisme de groupes. 
Preuve ; c'est une consequence de la proposition 3.2 de [DEZ03]. 

2.3.3 Brauer-Manin orthogonalite et descente 

Apres ces quelques exemples et avant d'enoncer le theoreme de Skorobogatov, il nous 
faut introduire un pen de terminologie: 

Definition 2.3.3.1. Un point adelique (xy)^ e X {A^) est dit Brauer-Manin orthog- 
onal a b & Br X si: 

inv^ (xlb) = 

cette somme etant finie d' apres le fait 2.3.4- Soit B une partie de Br X ; le point adelique 
(xv)^ est dit Brauer-Manin orthogonal a B s'il est Brauer-Manin orthogonal a tout 
b & B. On note: 



□ 



X {Akf = { (x,)^ e X (Afe) 



inv^ «b) = 0, V 6 e 5 i 
veiik ) 



V ensemble des points adeliques Brauer-Manin orthogonaux a B. 

Exemple 2.3.3.2. D'apres les exemples precedents tout point adelique sur une variete 
de Severi-Brauer (resp. une intersection complete lisse dans P" de dimension > 3, resp. 
une surface de Del Pezzo) X est Brauer-Manin orthogonal a Br X, i.e: 

X {A,f' ^ X (A,) 

Soit B une partie de Br X. On a la suite d'inclusions: 

X{k)GX {Akf" C X {Akf C X (Afc) (2.1) 
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ou la premiere inclusion decoule de la proposition 2.3.1.5(ii), et les deux autres sont 
triviales. Nous allons justement introduire un nouveau maillon dans cette chaine. Soit 
M un A;-gToupe algebrique abelien, tel que Mx {X) = M (A;) {e.g. M fini). De la suite 
spectrale "des Ext" [CTS87]: 

on deduit la suite a 5 termes: 

{k, M) — > (X, Mx) ^ Homr (m^T) , Pic ^ {k, M) — > (X, Mx) 

Definition 2.3.3.3. Soit Y ^ X un Mx-torseur. On appelle type de Y Vimage de 
\Y] par le morphisme du meme nom dans Homp [m (k), Pic X^ . Si M (k) = Pic X , on 
appelle torseur universel sur X un Mx-torseur dont le type est I'identite de Pic X . 

Remarque 2.3.3.4. L'exactitude de la suite ci-dessus a la consequence suivante: pour 
tout A e Homr (k) , Pic X^ : 

d (A) = <^ il existe un Mx-torseur sur X de type A. 

La suite a 5 termes que I'on vient d'evoquer n'est evidemment pas sans rapport avec 
celle deduite de la suite spectrale de Leray: 

{k, M) — > {X, Mx) — > (X, Mxf {k, M) — > {X, Mx) 

Nous renvoyons a I'appendice B de [HS02] pour une comparaison detaillee de ces deux 
suites spectrales. Les groupes H^{X,Mx)^ et Homr (^) , Pic sont isomorphes 
(c/. [CTS87],[HS02]), et on note: 

r : {X, Mxf — > Homr (^M^^, Pic X^ 
cet isomorphisme. Ceci nous amene a introduire une nouvelle definition: 

Definition 2.3.3.5. Soit Y ^ X un Mx-torseur sur X de corps des modules k. On 
appelle type de Y Vimage de Y par le morphisme r. 

On deduit des remarques precedentes le: 

Lemme 2.3.3.6. Soit Y ^ X un Mx-torseur de corps des modules k. Les assertions 
suivantes sont equivalentes: 

(i) Y ^ X est defini sur k; 

(a) la gerbe des modeles D (Y) est neutre; 

(Hi) la gerbe d (r {Y)) est neutre; 
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(iv) il exists un Mx-torseur sur X de type r {Y^ . 

En outre, ces conditions sont evidemment satisfaites lorsque X (k) 7^ 0. 

Soit A e Homr (A;) , Pic X^ . On peut lui associer un morphisme de groupes: 

A, : (k, — > {k, Pic X) 

I'image d'un M-torseur Y — > Spec k par A* etant donnee par extension du groupe struc- 
tural a I'aide de A: explicitement, le torseur X^Y n'est autre que le Pic X-torseur: 

Y Pic X 



Spec k 

obtenu a I'aide du produit contracte defini via le morphisme A [Gi71]. Notons maintenant 
r le morphisme naturel^^: 

r : Br"'^X — > {k, Pic X) 
Definition 2.3.3.7. Avec les notations adoptees ci-dessus, on pose: 



BrxX = r 



-1 



'{km) 



On a evidemment la chaine d'inclusions: 



X{k)(lX {Akf' dX (Afe)^^^^ C X (A,) (2.2) 
Le point fondamental est alors le resultat de Skorobogatov: 

Theoreme 2.3.3.8 (Theorem 3, [Sk99]). Supposons que M soit un V-module de type 
fini en tant que groupe abelien. Si X (Ak)^^^'^ ^ 0, alors les conditions equivalentes du 
lemme 2.3.3.6 sont satisfaites. 

Autrement dit: 

Corollaire 2.3.3.9. L'existence d'un point adelique sur X Brauer-Manin orthogonal d 
Br^-^ entrains l'existence d'un models pour tout Mx -torseur sur X de corps des modules 
k et de type A. 

Exemple 2.3.3.10 (Application aux G-revetements sur des espaces homogenes). 

On fixe H un /c-groupe algebrique abelien fini, et on choisit un entier n de telle sorte que 



C'est le morphisme: ker — > -E'2''^| — > E^'^ deduit de la suite spectrale de Leray. 
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H se realise comme un sous-groupe de SL^ (k) (on peut par exemple prendre n = \H\, 
mais un tel n n'est evidemment pas unique). On choisit X une /c-forme de 5'L„ (k) /H. 
On a: ^ 

Pic X = ^ 

Soit F — > X un ff-torseur sur X de corps des modules k. Du fait que H est abelien 
fini, c'est aussi un /f-revetement de X. On note r (F) le type du revetement Y . On 
deduit de ce qui precede le: 

Lemme 2.3.3.11. S'il existe sur X un point adelique Brauer-Manin orthogonal a Br^j-y-jX, 
alors le H -revetement Y ^ X est defini sur k. 

Remarque 2.3.3.12. Une fois encore, on se rend compte que I'enonce de Skoroboga- 
tov fournit done une condition suffisante beaucoup plus faible que I'existence d'un point 
rationnel pour qu'un revetement abelien soit defini sur son corps des modules. II con- 
vient malgre tout de temperer ce resultat par la remarque suivante: le theoreme 2.3.3.8 
ne donne aucune information quant aux revetements sur des varietes de Severi-Brauer, 
etc. . . D'ailleurs, plus generalement, cet enonce est "vide" pour des /c-varietes telles que 
Pic X soit sans torsion {e.g. des varietes rationnelles [CTS87]). En effet, puisque M est 
fini, il existe des types interessants (non-triviaux) dans 

Homr (M, Pic X^ 

si Pic X possede de la torsion. 

Remarque 2.3.3.13. Evidemment, on aimerait beaucoup pouvoir etendre ce theoreme 
au cas non-abelien. Les obstacles sont de deux sortes. Premierement, il faut faire une 
croix sur les suites spectrales. La consequence la plus facheuse de cette disparition est 
que Ton n'a plus aucune raison d'avoir un isomorphisme: 

{X, Mxf ~ Homr (tW^I), Pic X^ 
Adieu done notre belle correspondance entre types et revetements de corps des modules 

k\ 

La seconde consequence, non moins facheuse, est que la dualite de Tate-Poitou ne 
tient plus. Plus precisement, lorsque H n'est plus abelien, I'obstruction de Brauer-Manin 
(des gerbes) permet juste de definir une application [DEZ03]: 

mn : UI^ {k, lien H) — > HI^ (k, hY 

mais cette application n'a plus aucune raison d'etre un isomorphisme. Or le theoreme de 
Skorobogatov utilise de maniere essentielle la dualite de Tate-Poitou. . . 
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Descente de torseurs et points 
rationnels: le cas non-abelien 

L'objectif de ce chapitre est de comprendre ce qui empeche de generalise! d'une 
maniere franchement satisfaisante au cas non-abelien les resultats du chapitre precedent. 
On considere toujours un corps k de caracteristique miUe, X un A';-schema et un A;-groiipe 
algebrique G non-necessairement abelien; il n'est done plus question d'utiliser des suites 
spectrales. Le plan que nous suivrons dans ce chapitre est le suivant. Dans un premier 
temps, nous donnerons une interpretation purement topologique de la suite d'ensembles 
pointes: 

O^H' {k, TT.Gx) {X, Gx) {k, R^nMx) 

et nous determinerons les conditions sur G permettant de "prolonger" cette suite au cas 
non-abelien. Dans un deuxieme temps, nous donnerons une preuve du resultat principal 
inspiree de la preuve du theoreme de Combes-Harbater pour les revetements (pour laquelle 
je tiens a remercier Michel Emsalem). Xous nous interesserons ensuite au cas des groupes 
non-abeliens finis, pour lesquels (assez ironiquement d'ailleurs) tout fonctionne a merveille. 
Enfin, nous tacherons de passer en revue les obstructions a ce que Ton puisse dans le cas 
general calculer "explicitement" le lien de la gerbe des torseurs d'un Gx-torseur P — > X 
de corps des modules k, et en particulier I'obstruction a ce que ce lien soit representable 
(ou juste localement representable) par un /c-groupe algebrique, mcme lorsque le groupe 
G dont on part est le plus sympathique possible (par exemple semi-simple simplement 
connexe). La clef de ce chapitre est de toute fagon liee au lemme fondamental (lemme 
1.2.14), dont nous rappelons ici I'enonce: 

Lemme fondamentaL Soient S un schema, Gs un schema en groupes sur S, et P un 
Gs-torseur sur S. Alors adcg (-P) est une S-forme interieure de Gs; autrement dit: 

adog (P) represente une classe de {S, Int Gs) ■ 
En particulier, si Gs est abelien, alors: 



adc, (P) ~ Gs 
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3.1 Une interpretation topologique 

Avant de decrire completement la suite 

O^H^ {k, n.Gx) {X, Gx) ^ {K R^t^Mx) 

il nous semble indispensable ici, au vu des considerations qui vont suivre, de faire quelques 
rappels sur les differents ensembles pointes intervenant dans cette suite. 

Soient Y un /c-schema et G un /c-groupe algebrique (non-necessairement abelien). Ainsi 
on a une bijection (d'apres le corollaire 4.7 p. 123 de [Mi80]): 

EHP (Gy/y) — > (y, Gy) 

Rappelons brievement comment Ton obtient cette bijection. 

• 1-cocycle associe a un (jy-torseur sur Y 

Soit P un Gy-torseur sur Y . Alors il existe un recouvrement etale {Ya/Y)^^j^ tel que 
P\Ya soit trivial, pour tout a E A. Le choix d'une section 

PaeP (y,) 

pour tout a fournit un isomorphisme de torseurs: 
defini par: 

{Pcc) = e, y a&A 

Soit maintenant (a, P) E Ax A. La simple transitivite de Taction de Gy iXap) {'^^ 
a evidemment note — Y^Xy Yp) entraine I'existence et I'unicite d'un g^p e Gy {Yap) 
tel que: 

cette egalite ayant lieu dans P {Yap) II est immediat^ que la famille {gap) a ^ G ^ est un 
1-cocycle a valeurs dans Gy. 

La classe de ce 1-cocycle ne depend pas du choix des sections locales de P; en effet, 
soit {p'a)a, une autre famille de sections, avec: 

Pa^P{Yo),^ aeA 

Alors: 

VaeA 3!/i^eGy(yj t.q: p'^^Pa-K ^PiYa) 



En utilisant encore la simple transitivite de Paction de Gy. 
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Au-dessus de Y^/s, on dispose des relations: 

< 

/ _ / /P 

D'une part, on deduit de la premiere et de la derniere relation la nouvelle condition: 
et on obtient d'autre part a I'aide des deux autres relations: 
Par suite: 

ce qui prouve justement que les 1-cocycles (s'a/?)^/^^^ (5'a/3)a/3eA ^^'^^ cohomologues. 

Remarque 3.1.1. Explicitement, il revient au meme de dire que le Gy-torseur P est 
obtenu en recollant les torseurs triviaux Gy^^d a I'aide des ga/s- Plus precisement, le 
choix d'une famille de sections locales ipa)aeA Pour P entraine I'existence d'une famille 
d'automorphismes (fa/s des torseurs triviaux GY^p,d, ce que Ton illustre sur par le dia- 
gramme suivant: 




ei 

Pour achever ces rappels sur les torseurs, montrons que deux torseurs P et P' iso- 
morphes donnent lieu a des 1-cocycles cohomologues. On pent supposer qu'il existe un 
recouvrement etale (Ya/Y)^^^ de Y trivialisant P et P' (il sufRt de prendre "I'intersection" 
d'un recouvrement etale trivialisant P et d'un recouvrement etale trivialisant P'). On 
note alors {OafdjapeA i^'^^P- (fi'a/3)a /jeA^ 1-cocycle associe comme precedemment a P 
{resp. a P') via le choix d'une famille de sections locales (Pq;)^^^ {resp. {Pa)aeA)- 
suppose done qu'il existe un isomorphisme de Gy-torseurs sur Y: 
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En utilisant la simple transitivite de Taction de Gy (5^) sur P (Yq) pour tout a & A, on 
obtient: 

V a G A, 3! e Gy (Y^) t.q : (p;,) = /i^' 
Pour tout couple {a, (3) G ^ x ^4, on a encore, au-dessus de Yap: 



f\y.,{p'p\Y.,)-P^\y.p-^r\Y., 



Pf^\: 



De la deuxieme et de la troisieme relation, on deduit: 



tandis que les deux extremes donnent: 



Y^a \ fp\y^„ I - ya\Y„0 " 9al3- y^^ 



J \Yc.,3 yp\Y„0 J ~ P'^\Yc0 ■ ^« \Yo.0 ■ 9aP 



La simple transitivite de Faction de Gy (Va/3) sur P {Yap) pour tout couple (a, /9) & Ax A 
permet alors de conclure: 



9^; = ih''' 



■9^p- h'^/'^y, ^{a,P)eAxA 



Ce qui acheve de prouver que I'ensemble des classes d'isomorphie de Gy-torseurs sur 
Y est en bijection avec les classes de cohomologie de 1-cocycles a valeurs dans Gy. 

• Description de I'ensemble if ° (A;, R^-n^Gx) 

C'est I'ensemble des sections globales du /c-faisceau R^tt^Gx, qui est le faisceau associe 
au prefaisceau: 

(Spec L Spec k) ^ (Xl, Gxi) 

L designant dans la formule ci-dessus une extension etale de k. Une section globale est 
done une classe: 

{Li/k).^j , {Pi).^j , 

ou: 

(i) Li est une extension etale de A;, V i e /; 

(ii) pour tout i & I, Pi represente une classe de (^Xl^,Gx]^.^', 
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(iii) pour tout & I x I: 

est un isomorphisme de .-torseurs sur Xl.., ou Ton a note — Lj (8)^ Lj. 
Deux telles classes 



et 



sont equivalentes si et seulement si il existe un recouvrement etale^ (La/k)^^^ raffinant 
I'intersection des deux precedents, et des isomorphismes: 

Ipa ■■ Pi XXr., Xl„ Pi Xx^^ , V « G >1 

compatibles avec les isomorphismes ipij et (pi'j' dans le seul sens raisonnable que Ton puisse 
donner a cette formulation. 

Nous passons maintenant a la description de la suite exacte d'ensembles pointes tant 
attendue. 



• Description de I'application a : {k, tt^Gx) — » {X, Gx) 

Soit T un representant d'une classe de {k, ir^Gx)', c'est done la donnee d'une famille 
d'extensions etales {Li/k)-^j et d'un 1-cocycle: 

{nj),.eZ'{{Li/k),nMx) 

Par consequent, pour tout (i,j) G / x 7, on a: 

Tij e 7r*Gx {Lij) 
Or, par definition de I'image directe d'un faisceau: 

n.Gx (Lij) = Gx {n-' (L,,)) = Gx (X^,,) 

Notons maintenant: 

njeGx {Xl^,) 

I'element Tij, vu comme une section du faisceau Gx- H est alors evident que Ton obtient 
un 1-cocycle: 

(?rj)ez'((XLjx),Gx) 

On pent alors definir comme la classe du Gx-torseur sur X correspondant a 

ce 1-cocycle. Pour cela, il sufiit de verifier I'independance du representant choisi pour 
la classe de T: soit done (T^Oj^gj un 1-cocycle a valeurs dans tt^Gx cohomologue au 
1-cocycle {Tij)-j. II existe done une 1-cochaine: 

(/i,).e/eCi((V/cX,,,7r,Gx) 



^11 eut fallu ecrire: le recouvrementetale (Spec La Spec A:)^^^. 
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telle que: 

^ij = • ^ [^*Gx\ (Lij) , V {i,j)elxl 

Or cette relation implique evidemment la suivante: 

^ij = (^^I^L,, ) ■ ^xi^.. ^ k*Gx] (Lij) , V {i,j)el xl 
ou hi designe I'element hi, qui appartient a priori a: 

[tt.Gx] {Li) 

vu comme un element de: 

Gx (Xl,) 

II s'ensuit que les 1-cocyles ,g/ et (t/ I sont cohomologues, ce qui prouve la 

V / i.j&I 

coherence de la definition de I'application a. A de tres legeres modifications pres, ce 
sont les memes arguments qui permettent de prouver la trivialite du noyau (an sens des 
ensembles pointes^ bien sur) de I'application a. En outre, une consequence immediate des 
precedents calculs est la suivante: 

Lemme 3.1.2. L'image de Vapplication a : {k,Ti^Gx) — ^ H^{,X,Gx) s 'identifi,e a 
V ensemble des classes d'isomorphie de Gx-torseurs sur X trivialises par un recouvrement 
etale de X "provenant de k". Plus precisement, IHrnage de I'application a est consti- 
tute des classes d'isomorphie de Gx-torseurs P — > X pour lesquels il existe une famille 
d' extensions etales (Li/k)-^j telle que: 

PxxXL,^Gx^^,d^ Vze/ 

Remarque 3.1.3. Dans le contexte des chapitres precedents, l'image de a est done con- 
stituee des classes d'isomorphie de Gx-torseurs P ^ X tels que P ~ Gx,d- 

Remarque 3.1.4. En reprenant les notations du paragraphe V.3.3.1 de [Gi71], on pent 
encore exprimer le fait precedent en disant que l'image de a est la categoric: 

Tars (X, G'x)^^P''='=^« 

cette derniere etant une categoric equivalente a la gerbe 

Tors (A;, 7r*Gx) 



^I.e. la preimage de la classe privilegiee de {X, Gx) par a est la classe privilegiee de iJ^ (A;, tTh.G'x). 
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• Description de rapplication u : {X, Gx) — > {k, R^tt^Gx) 

On obtient evidemment cette application en associant a la classe [P] e {X, Gx) la 
classe: 

[{k/k) , (P) , (idp)] 

II est maintenant immediat, vues les precedentes descriptions de I'application a d'une 
part, et des sections giobales du faisceau R^n^Gx d'autre part, que le noyau (au sens non- 
abelien) est effectivement constitue des classes d'isomorphie de Gx-torseurs trivialises par 
un recouvrement etale de X "provenant de k", ce qui acheve de prouver I'exactitude de 
la suite d'ensembles pointes: 

O^H' {k, n.Gx) {X, Gx) ^ H'> {k, R\.Gx) 



• Obstruction non-abelienne 

On rentre maintenant dans le vif du sujet avec I'etude de la surjectivite de I'application 
u. Considerons une classe: 

dans H'^ {k, R^TT^Gx)- En choisissant un representant de cette classe, on dispose done 
d'une famille de torseurs (Pi)jgj, et d'isomorphismes^: 

^ij ■ Pj ^x^. Xl,, Pj xx^^ Xl,, 

En d'autres termes, la famille {<fij)j^j^j constitue une donnee de recollement pour les 
torseurs Pj, et on veut mesurer ce qui I'empcche d'etre une donnee de descente. 
Pour tout triplet {i,j,k) e P, on a le diagramme suivant: 





fik^^ 


^ijk 


















^y^ii 1 











Pj XXi. XL^,^^ 



^ijk 



Pj ^Xl, XLi,k 



oil I'on a note: 



En particulier: 



c'est-a-dire encore: 



Cijk — Vi3\x, °V^jk\Xr ° 

I ijk I ijk 



Cijk e adG;^^ (Pi Xxi. Xl,A , V k) e P 

ijk \ * / 

Cijk e [T^*adGx (Pi)] (Lijk) , V {i,j,k) e P 



''De -torseurs sur Xl, 
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Remarque 3.1.5. Dans le cas abelien, on a evidemment: 

Cijk e [tt^Gx] (Lijk) , V k) e 

et les Cijk constituent done un 2-cocycIe a valeurs dans tt^Gx', plus precisement, la classe 
de ce 2-cocycle est justement I'image de la classe 

{Li/k)^^j,{Pi)^^j,{ipij).j^j 

par le cobord 

77° {k, R'n.Gx) ^ {k, n.Gx) 

Dans le cas non-abelien, la famille {cijk)i j kei pourrait encore etre vue comme un 2-cocycle, 
mais a valeurs dans un systeme de coefficients cf. [Do76], precisement celui defini par la 
famille de faisceaux locaux (vr^adc^ {Pi))i^i- 

II s'agit maintenant de comprendre pourquoi (dans le cas abelien comme dans le cas 
general) ce 2-cocycle devient trivial, c'est-a-dire de comprendre pourquoi les Pi se recollent 
effectivement, "une fois que Ton passe a X'\ Notons tout d'abord que Ton pent, comme 
dans la description de I'application a, associer an 2-cocycle constitue par les 

Cijk e [TT^adc^ (Pi)] (Lijk) 

un 2-cocycle sur X: 

Cijk e [adc, {Pi}] 

(dans le cas abelien, on a cijk £ Gx {XL.jk))- dernier pent etre rendu trivial, puisque 

Ton dispose d'assez d'ouverts sur X pour pouvoir rendre tons les torseurs Pi triviaux. 

Remarque 3.1.6. Une autre maniere de dire les choses est que la gerbe sur X engendree 
par les torseurs Pi est la gerbe des Gx-torseurs sur X, du fait que Ton peut localiser 
suffisamment de maniere a rendre tons les Pj triviaux, ce qui n'est evidemment pas le cas 
si Ton se restreint aux ouverts etales de X "provenant de k'\ 

II reste encore a voir que I'existence d'un point /c-rationnel sur X entraine I'existence 
d'une retraction de I'application: 

On note maintenant 

X : Spec k — > X 

un point /c-rationnel de X. Dans le cas abelien, la retraction est obtenue en envoyant la 
classe de (cifk) sur la classe du 2-cocycle: 

(q°c^k° Xijk) 

•^ijk • Spec Lijk ^ -^ijk 
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est induit par x, et ou 

q:Gx^G 

est le morphisme evident (puisque Gx est le produit fibre G Xspecfc Evidemment, 
le 2-cocycle {q o c^Jk ° ^ijk)ijk£i ainsi obtenu n'est qu'un cocycle a valeurs dans G, et ne 
correspond au cocycle initial {cijk)ijkei reserve que la condition: 

Gx {X) = G (k) 

soit satisfaite. 

Dans le cas non-abelien, on applique exactement le mcme raisonnement, pour aboutir 
a la meme conclusion, a la difference (de taille!) pres que Ton doit imposer la condition 
beaucoup plus contraignante suivante, si Ton souhaite pouvoir descendre tons les Gx- 
torseurs sur X de corps des modules k: 

Condition (★) : Pour toute X -forme interieure G' de Gx, on a: 

{X,G')^H' {k,G',) 



Une justification plus rigoureuse de ce fait est apportee dans la section suivante. 

3.2 Obstruction non-abelienne a I'existence d'un point 
A:-rationnel 

Soit P ^ X nn Gx-torseur de corps des modules k. On note G' = adc-^ (-P) le faisceau 
sur X de ses automorphismes. D'apres le lemme 1.2.14, c'est une forme interieure sur X 
de Gx- On note encore: 

X : Spec k — > X 

le morphisme induit par x, et G'^ la fibre en ce point de G'. On dispose d'une fieche 
naturelle: 

(ps : {X, G') — > H"^ (Spec k, G'^) 

Remarque 3.2.1. Lorsque G est abelien, demander que la condition Gx {X) = G (k) 
soit satisfaite equivaut encore a demander que I'application ci-dessus soit bijective (et cette 
hypothese n'est pas trop contraignante, du fait qu'il n'y a pas de X-formes interieures de 
Gx autres que Gx lui-meme). 

Theoreme 3.2.2. Soient X un k-schema, et G un k-groupe lineaire, et P ^ X un Gx- 
torseur de corps des modules k. On suppose que X possede un point k-rationnel x, et on 
suppose satisfaite la condition suivante: 

Condition (^p): En notant G' = adc^ (-P) et x un point geometrique associe au 
point k-rationnel x, on a: 

{X,G')^H' {k,G',) 

Alors P ^ X est defini sur k. 
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Preuve . On note encore G' = adc^ {P) le faisceau sur X des automorphismes de 
P. Soit p un point dans la fibre {x). Puisque P est de corps des modules k, il existe 
un isomorphisme: 

v?, : p — > "P, V a e r 

Par ailleurs Px est un (G'x)^.-torseur, de groupe d'automorphismes G^., ce dernier 
agissant simplement transitivement a droite sur Pg. Comme x est un point fc-rationnel, 
tons les isomorphismes (fa respectent la fibre au-dessus de x, pour tout cr e P. De plus, 
puisque la condition (*) est satisfaite, on pent composer tout ipa a droite par un element 
de G' (X) de telle sorte que Ton ait: 

'Pa iP) = ''P 

En utilisant toujours la condition (*), cette propriete determine uniquement (pcr- H 
s'ensuit immediatemment que pour tout couple (r, a) d'elements de P, le diagramme 
ci-dessous commute: 



P 




rp 



Done / : P — > X est defini sur k. 

□ 



Remarque 3.2.3. Evidemment, la condition {-k) est tres lourde. On aurait envie qu'elle 
soit verifiee par exemple pour les schemas en groupes lineaires au-dessus de varietes pro- 
jectives. Ce n'est absolument pas le cas, comme le montre I'exemple suivant: on considere 
la droite projective X — P^, munie du recouvrement par les ouverts standards {Uq, U^}, 
ou: 

Uo^{{x:y)/yy^O} et U^. = {{x : y) /x ^ 0} 

Nous noterons: 

On construit maintenant une forme interieure G' du faisceau GL2^pi en recollant les fais- 
ceaux GL2,Uo et GL2,[/oo au-dessus de t/ooo a I'aide de la conjugaison: 

X ■■ GL2,Uo,oo = {GL2,Uo)\Uo^ ^GL2,Uo,oo = iGL2,u^)^u^^ 



A I > Mnoo- A. Mn-i 



ou: 



Mooo 

Alors la section: 



A 







x-^ 
X 



1 X 

1 
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de GL2^Uo fournit une section globale du faisceau G' 

1 x-^ 



puisque: Mqoo- ^o- = 







non-constante. On ne pent done pas esperer que G' provienne d'un Q-groupe algebrique 
iei. 

3.3 Le cas fini 

ThSoreme 3.3.1. Soient k un corps de caracteristique nulle, X un k-schema geometrique- 
ment connexe, et G un k-groupe fini. Si X (k) ^ 0, alors tout Gx-torseur sur X de corps 
des modules k est defini sur k. 

Preuve . Notons X : Spec k ^ X un point fc-rationnel de X, et soit P ^ X un 
Gx-torseur de corps des modules k. On a alors un morphisme naturel de /c-champs^: 

e:D{P) — > TT.Tors (X, Gx) 

La composante au-dessus d'un ouvert etale (Spec L — > Spec k) du morphisme en ques- 
tion est le foncteur evident: 

eL : D (P) (L) — Tors {Xl, GxJ 

PlI -Pl 

En utilisant la formule d'adjonction pour les champs (c/. [Gi66] 1.5.2.1): 

Cartx,, {^*D (P) , Tors {X, Gx)) ^ Cart(spec k),, {D {P) , Tr^Tors {X, Gx)) 

on obtient I'existence d'un morphisme de gerbes (puisque I'image inverse d'une gerbe est 
une gerbe, [Gi71] V.1.4.2): 

: 7r*D (P) — > Tors {X, Gx) 

On veut prouver que est une equivalence. Notons Cp le lien de la gerbe D (P) . 
Comme la gerbe image inverse par tt de D (P) est liee par I'image inverse du lien de 
D (P) (c/. [Gi71] V.1.4.2), le morphisme est lie par un morphisme: 



A : 7r*£p — > lien G 



X 



D'autre part, il existe un recouvrement etale (Spec Li Spec k).^j, et des modeles 

locaux pour P au-dessus de ces ouverts. Plus precisement, pour tout i e /, il existe un 
Gxj-torseur^ Pi sur Xj tel que: 

Rxx.X^P 



^En effet, -D (P) est une gerbe, mais 7r*Tors (X, Gx) n'est qu'un champ (c/. exemple 1.5.18). Par 
ailleurs, ce morphisme fait de -D (P) une sous-gerbe maximale du champ 7r,Tors (X, Gx) (c/. [Gi66] 
p.113). 

^Pour alleger les notations, on a note Xi le schema X ®k Li. 
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Au-dessus d'un ouvert (Xi — > X), le morphisme A est represente par le morphisme 
naturel de faisceaux de groupes sur le site etale de Xi (cf. [Gi66] IV. 3. 5. 4): 

Xi : n*n^adGx. {P-d — > ada^. (Pi) 

Du fait que ces adox. (Pi) sont finis, le morphisme d'adjonction ci-dessus est un isomor- 
phisme (d'apres la remarque 3.1.(d) de [Mi80]) et il s'ensuit que dans ce cas le morphisme 

: 7r*D (P) — > Tors {X, Gx) 

est un isomorphisme de gerbes. Done la gerbe -k*D (P) est neutre. Par suite, la gerbe 
x*7r*D (P) est neutre. Comme ir o x — idspecfc, on en deduit que la gerbe D (P), qui est 
equivalente a la gerbe x*n*D (P), est elle aussi neutre, ce qui acheve la preuve. 

□ 

3.4 Remarques 

3.4.1 Problemes de representabilite 

II ressort des deux chapitres precedents qu'il existe des obstacles de taille a ce que 
Ton puisse generaliser au cas non-abelien la suite a 5 termes deduite de la suite spectrale 
de Leray. Le premier, et non des moindres, est (pour citer [Gi71]) "qu'il n'existe pas de 
notion raisonnable pour I'image directe d'un lien". 

On ne pent en general pas dire grand chose du lien de la gerbe D (P) , meme lorsque 
le /c-groupe G initial jouit des meilleures proprietes dont Ton puisse rever. II serait par 
exemple tentant de croire que si G est un /c-groupe reductif {e.g. GL^ {k)) alors le lien de 
la gerbe des modeles d'un Gx-torseur de corps des modules k est localement representable 
par une A';-forme de G. II n'en est rien en general, et void (me semble-t-il) une explication 
possible: meme si Ton connait parfaitement la structure des A;-groupes reductifs (et plus 
generalement des schemas en groupes reductifs, grace a [Dem64]), on ne pent pas arriver 
a avoir des informations exploitables sur lien D (P) , attendu que ce fc-lien provient dans 
un certain sens de formes interieures sur X du schema en groupes Gx- Grossierement, le 
passage de X k k brouille toutes les pistes. 

3.4.2 La condition corps des modules et le champ Tr^^Tors (X, Gx) 

Considerons de nouveau un corps k de caracteristique nulle, n : X ^ Spec k un 
/c-schema, un /c-groupe algebrique G et un (5x-torseur P — X, que Ton ne suppose pas 
pour I'instant de corps des modules k, autrement dit: [P] G (X, Gx)- 

• Si P est de corps des modules k : on pent lui associer sa gerbe des modeles D (P) . 
C'est une /c-gerbe. On dispose de plus d'un monomorphisme de /c-champs evident 
(que nous avions deja evoque dans la preuve du lemme 3.1.2): 

e:D{P)^ TT.Tors (X, Gx) 
dont la composante au-dessus d'un ouvert etale (Spec L Spec k) est le foncteur: 

eL ■- D (P) (L) Tars (X^, GxJ 
PlI -Pl 
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dont la definition est coherente, puisqu'un objet de cette gerbe au-dessus de Spec L 
est en particulier un Gxi-torseur sur Xl. Dans un certain sens (que nous n'allons 
pas tarder a preciser) le /c-champ vr^Tors {X, Gx ) "contient" les gerbes des modeles 
de tous les Gx-torseurs sur X de corps des modules /c; 

• Si P n'est pas de corps des modules k : on pent toujours definir la /c-categorie fibree 
en groupoides D (P) en prenant comme categoric fibre au-dessus d'un ouvert etale 
(Spec L Spec k) le groupoi'de dont: 

— les objets sont toujours les Gx^-torseurs Pl sur Xl tels qu'il existe un auto- 
morphisme cr G F et un isomorphisme de G^-torseurs sur X: 

'^P ^PL0Lk 

— les fleches sont les isomorphismes de Gx^-torseurs sur Xl. 

D (P) est toujours un fc-champ. II est meme localement non-vide, puisque comme 
(c/. [SGA4-VII] 5.7 et 5.14): 

{X,Gx)^\i:mH^{XL,Gx,) 

L 

la limite directe etant prise sur les extensions etales de fc, il existe une extension 
etale V et un element [Pv] de {Xl'^ G^^,) tels que: Py ®l' A; ~ P. 

Mais ce champ D (P) n'est pas une fc-gerbe, car deux objets ne sont pas localement 
isomorphes, du fait que pour cr e F, les torseurs P et P ne sont pas en general 
isomorphes. Cependant, il est possible d'associer a P une gerbe au-dessus de son 
corps des modules kp, ce dernier etant I'intersection de toutes les extensions etales 
L de k telles que:^ 

^P fa P, V T e Gal {k/L) . 
On pent traduire de deux manieres les remarques ci-dessus: 

• dans le langage de Giraud (c/. [Gi66] et [Gi71]), la premiere remarque signifie que 
la gerbe D (P) est une section globale du faisceau des sous-gerbes maximales de 
7r^,Tors (X, Gx), et la seconde signifie que la gerbe D (P) est une section au-dessus 
de I'ouvert etale (Spec kp Spec k) de ce faisceau. Ces remarques sont contenues 
dans I'enonce suivant: 

Propriete 3.4.1 (Lemme V.3.1.5 de [Gi71]). Soient f : E' ^ E un morphisme 
de sites et A un faisceau de groupes sur E' . On a un isomorphisme canonique 
d'ensemhles sur E entre R^f^A et le faisceau des sous-gerbes maximales du champ 

f„Tovs{E'.A). 

^Pour donner une interpretation topologique du corps des modules, disons que I'ouvert etale 
(Spec kp —>■ Spec k) est le plus grand ouvert etale sur lequel on peut associer une donnee de recolle- 
ment a P. 
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En appliquant ce lemme a la presente situation, i.e. en prenant pour E [resp. E') le 
site etale de k {resp. de X), pour / le morpliisme de sites induit par le morphisme 
structural tt et pour A le faisceau Gx, on obtient ainsi: 

Lemme 3.4.2. On a un isomorphisme canonique d'ensembles surk entre les classes 
d'isomorphie de Gx-torseurs sur X et le faisceau des sous-gerbes maximales du 
champ 7r*Tors (X, Gx)- 

En effet, on pent associer a un Gx-torseur sur X une /cp-gerbe, et celle-ci est une 
sous-gerbe maximale du /cp-champ 7r*Tors {X, Gx) <S>kkp, i.e. une section au-dessus 
de kp du faisceau des sous-gerbes maximales de 7r*Tors {X, Gx); 

• dans le langage plus moderne de Laumon et Moret-Bailly (c/. [LMBOO]), on traduit 
la premiere remarque en disant que P {resp. [P] ) est un point A;-rationnel^ du 
champ TT^Tors {X, Gx) {resp. une section globale du faisceau etale grossier ^ R^-n^Gx 
associe a ce champ), et la seconde en disant que P {resp. \P\) est un point a 
valeurs dans Spec kp du champ 7r*Tors {X, Gx) {resp. une section au-dessus de 
kp du faisceau grossier R^n^Gx)- Dans les deux cas, la gerbe D {P) est la gerbe 
residuelle en le point P du champ Tr^Tors {X, Gx)- L'analogue du lemme V.3.1.5 de 
[Gi71] est fourni par I'enonce ci-dessous: 

Propriete 3.4.3 (Corollaire 11.4 de [LMBOO]). Soient S un schema, X un S- 
champ algebrique noetherien, et ^ un point du S-champ algebrique X. L'application 
qui a ^ associe (la gerbe residuelle du champ X au point ^ ) definit une bisection 
de V ensemble des classes d'isomorphie de couples 

(g Spec K,g -Ux^ 

oil Q est une gerbe fppf sur un S-corps K et oil Q — ^ X est un monomorphisme de 
S -champs. 

Nous utiliserons cette propriete (ou, avec nos hypotheses, on pent remplacer "fppf 
par "etale") avec S = Spec k et X = 7i^Tors{X,Gx)- A tout G^-torseur sur X, 
on pent associer sa gerbe des modeles D (P); comme on I'a vu plus haut, c'est une 
kp-gerhe {kp etant le corps des modules de P), que Ton pent toujours "plonger" 
naturellement dans le fc-champ 7r*Tors {X, Gx) (essentiellement parce qu'un modele 
de P au-dessus d'une extension etale L est un Gxt-torseur sur X^, done en parti- 
culier un objet du groupoi'de fibre vr^Tors (X, G^) {L)). Alors le morphisme A du 
corollaire 11.4 de [LMBOO] n'est autre que le morphisme structural: 

D (P) — > Spec kp 
^Au sens de la definition 5.2 de [LMBOO]. 

^Nous renvoyons a [LMBOO] 3.19 ou a la preuve du lemme 3.3.2.2 pour la definition de faisceau grossier 
attache a un champ. 
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de la kp-gevhe des modeles, et le monomorphisme / est le morphisme naturel: 

D (P) TT.Tors {X, Gx) 

Achevons ces considerations par un enonce (trivial) faisant le lien entre les deux points 
de vue que Ton vient de comparer: 

Lemme 3.4.2.1. Avec les notations adoptees tout au long de cette section, le faisceau 
R^TT^Gx est le faisceau grassier (sur le site etale dek) attache au k-champ 7r*Tors (X, Gx). 

Preuve : le faisceau grossier attache au /c-champ 7r*Tors {X, Gx) est le faisceau associe 
au prefaisceau: 

(Spec L Spec k) {classes d'isomorphie d'objets de 7r*Tors {X, Gx) {L)} 
soit encore: 

(Spec L — > Spec k) {classes d'isomorphie d'objets de Tors {X^, Gx^^)} 
C'est done le faisceau associe au prefaisceau: 

(Spec L Spec k) ^ (Xl, Gxj) 
Ce qui est exactement la definition du faisceau R^tt^Gx- 

□ 



Chapter 4 

Obstruction de Brauer-Manin des 
gerbes 

Cette section est le fruit d'un travail en commun avec Jean-Claude Douai et Michel 
Emsalem. A peu de choses pres, le contenu de cette section est celui de notre texte, 
disponible sur le serveur "arxiv", a I'adresse suivante: 

arxiv:math. AG /0303231 

Nous montrons ici comment associer a une gerbe definie sur un corps de nombres 
une obstruction de Brauer-Manin mesurant, comme dans le cas des varietes, le defaut 
d'existence d'une section globale. La motivation est la suivante: soient k un corps de 
nombres, et V un /c-espace homogene sous SLn avec isotropic H. On pent lui associer la 
gerbe Q (V) = ^ de ses trivialisations, i.e. la gerbe qui mesure I'obstruction a ce que V 
soit domine par un S Ln-torseur sur k, autrement dit qu'il soit trivial. D'autre part, si 

V a des points partout localement, on pent lui associer son obstruction de Brauer-Manin 
m-H {V). Si cette derniere est non-nulle, V n'a pas de point A;-rationnel. 

Or plusieurs espaces homogenes peuvent avoir la meme gerbe Q des trivialisations. 
Dans un souci d'economie, on veut definir une obstruction de Brauer-Manin de Q, dont la 
non-nuUite est une obstruction a ce que Q soit neutre, et par consequent une obstruction 
a ce que chacun des espaces homogenes ayant Q pour gerbe des trivialisations ait un point 
A;-rationnel. 

Une fois de plus, ce raisonnement est inspire de la theorie des revetements. Plus 
explicitement, si k est un corps de nombres, / un A;-revetement de corps des modules 
/c, et Q (/) la k-gevhe associee a / {i.e. la gerbe des modeles de /,). Dans [DDMOl], 
Debes, Douai et Moret-Bailly ont introduit la notion de variete de descente associee a /. 
Si V est une telle variete, la gerbe Q (/) est alors isomorphe an champ quotient [V/GLn], 
pour un n idoine. En fait, il existe une infinite possible de telles varietes de descente 

V correspondant a une infinite de choix possibles pour I'entier n. Soit maintenant K 
une extension de A;: tout /C-point de V definit un i^-point de G, et reciproquement tout 
iiT-point de Q se releve en un /T-point de V. 11 s'ensuit que si V et V sont deux varietes 
de descente correspondant a la meme /c-gerbe Q, alors: 

Forts de ces observations, on veut comparer les invariants de V et V; ils ne dependent 
que de Q. En particulier: 
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et 

Pic V ^ Pic V ^ Pic g. 

Ceci nous amene a calculer I'invariant de Brauer-Manin m^(V) de V, a introduire 
I'invariant de Brauer-Manin mj< {C}) de la gerbe Q, puis a prouver que m:^^ {V) = m-yi (^), 
I'interet de cette egalite etant sa validite pour toute variete de descente V correspondant 
a Q (plus loin, nous dirons que V est une presentation de Q). 

Tout ce qui precede s'etend aux /c-gerbes quelconques localement liees par un groupe 
fini (pour des raisons evidentes, de telles gerbes seront appelees des gerbes de Deligne- 
Mumford). L'application m^yi qui a une classe de /c-gerbes [Q] associe I'invariant de Brauer- 
Manin d'un de ses representants pent alors etre vue comme une generalisation de la dualite 
de Tate-Poitou dans le cas abelien (nous renvoyons au theoreme 4.4.1 pour un enonce 
precis); cet invariant vit dans le groupe de Tate-Shafarevich: 

(k, h) 

oil H est le groupe d'automorphismes d'un objet de Q (Spec k). 

4.1 Rappels 

4.1.1 Calcul de ^ToV dans le cas ou V est un espace homogene 
de SLn avec isotropie H 

Dans tout ce chapitre, k designe un corps de nombres et Qk I'ensemble de ses places. 
Soit V une /c-variete^ algebrique lisse, geometriquement irreductible. De la suite spectrale: 

{k, HI (y, G^)) =^ Hl^'^ (y, G^) 

on deduit la suite exacte longue: 

^ H^ {k, k [V]*) ^ Pic V > Pic t7«^i(^A) H^ {k, k [V]*) (4.1) 

) 

W Bn^ ^ H^ {k, Pic V) > H^ {k, k [V]*) 

Posons: 

La suite exacte (4.1) fournit une nouvelle suite exacte: 

Pic ■i7Gai(fc/fe) ^ ^2 ^j^^ U{V))^ BvaV ^ H^ {k, Pic V) ^ H^ {k, U {V) ) (4.2) 

Supposons que V est un /c-espace homogene sous un /c-groupe algebrique semi-simple 
simplement connexe G {e.g. SLn) avec isotropie un groupe fini, i.e: il existe un A;-groupe 
fini H tel que: ^ 

V^G{k) /H 

^Par fc- variete, on entend ici A;-Schema separe de type fini. 
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Nous avons alors la suite exaete: 

— >U{V) — >u(^G [k]^ 

provenant de la fibration G (Jtj — > V. Or on salt (d'apres le lemme 6.5 (iii) de [Sa81]) 
que: 

u(g (fc)) =G{k) =0 
La suite exaete (4.2) se reduit alors a risomorphisme: 

BvaV ^ {k, Pic V) 

Remarque 4.1.1.1. Xotons au passage que cet isomorphisme est valable plus generale- 
ment lorsque V est une variete algebrique propre {e.g. projective) definie sur un corps de 
nombres k. Car dans cette situation, d'une part le groupe {k, Gm) est nul, et d'autre 
part k [V]* se reduit evidemment aux constantes. 

Par exemple, le groupe BiaV (done a fortiori B {V)) est nul lorsque V est une /c- variete 
de Severi-Brauer, ou une fc-variete projective lisse qui est une intersection complete de 
dimension > 3 (c/. la proposition 2.1.13). 

4.1.2 Exemples 

(i) Si H = 0, alors V ^ G {k) , et PicV ^ (car Pic G {k) ^ par le corollaire 4.5 de 
[FI73]). 

(ii) Si H — II est un /c-sous-groupe central de G, alors V — G — Gf/i est semi-simple, 
et Pic G{k) ^ n (k) (par le corollaire 4.6 de [FI73]), d'ou: 

BvaV = Br^G = (k/k, /I^) = (k, Ji) 

PicG et BiaG sont justiciables de la philosophic de Kottwitz: ce sont des invariants 
des groupes semi-simples qui sont nuls lorsque G = G est simplement connexe. lis 
peuvent done s'exprimer en fonetion du centre Z (^G) du dual de Langlands de G 
[Ko84]. 

Cette remarque vaut encore pour: 

B (G) = ker | Br„G ^ J] \ 

(iii) Prenons pour V un /c-tore T. Alors (c/. le lemme 6.9 de [Sa81]): 

Pic f^H^ (^k, f ) et BvaT = (k, f ) 
En outre: ^ 

B (T) ^ (k, f ) ^ [k, f ) 

le deuxieme isomorphisme etant fourni par la dualite de Kottwitz [Ko84] qui etend 
aux tores celle de Tate-Poitou. 
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(iv) Considerons maintenant un /c-espace homogene de SL^ avec isotropic un groupe 
fini; on suppose done qu'il existe un groupe fini H tel que: 

V ^ SL,-,/H 

Alors Picy H {cf. [BK97]). On dispose en effet de la ^-fibration: 

a laquelle est attachee la suite spectrale de Hochschild-Serre: 

'-^ = HP {H, HI {Sir,, Gm)) =^ HI+'' {V, Gj) = E^+'i 
Dans cette derniere, le terme £'2'^ est nuP, done: 

Hit ^m) = H' {H, Grn) = Horn {S, G^) = S 

D'ou la: 

Proposition 4.1.2.1. Soit V un k-espace homogene d'un groupe semi-simple simplement 
connexe G avec isotropie un groupe fini H. Alors d'apres [BK97]: 

BvaV ^ H^ (k, H^ 

En outre, si k est un corps de nombres, et si on suppose que V a des points partout 
localement (i.e. si Vy = V ®k ky a un ky-point, pour toute place v de k), alors: 

B {V) = ker J BvaV ^ J] ^^aK \ ~ UI^ (k, H) 

I v&ilk ) 

Corollaire 4.1.2.2. Sous les hypotheses et notations de la proposition precedente, si H 
est sans caractere, alors BraT^ = B (V) — 0. 

Exemple 4.1.2.3. Le corollaire s'applique done si H = SL{2,¥p) avec p ^ 2,3, ou 
encore si H = An avec n > 5. Plus generalement, il faut et il suffit que H soit egal a son 
groupe derive. 

4.2 Interpretation comme champ quotient des A:-gerbes 
localement liees par un groupe algebrique fini 

On s'interesse done dans cette section aux /i;-gerbes qui sont des champs de Deligne- 
Mumford [LMBOO]. Rappelons d'abord la proposition 5.1 de [DDMOl]: 

2En efTet, Pic 5L„ = {SL^-^^,<Gm) = Horn (Hi (SL^) , (G„) = puisque SL^ est simplement 
connexe. 
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Proposition 4.2.1. Soient k un corps, et Q une k-gerbe (pour la topologie etale) qui est 
un champ de Deligne-Mumford. Alors: 

1. II existe une k-algebre L avec action a gauche d'un groupe fini F admettant k comme 
anneau des invariants telle que Q soit isomorphe au champ quotient [SpecL/F]; 

2. II existe un k-schema affine V , un entier n > 0, une action a droite de GLn^k sur 
V et un 1-morphisme n :V ^ Q avec les proprietes suivantes: 

(i) TT induit un isomorphisme du champ quotient [V / GLn^k] vers Q; 

(a) V est lisse et geometriquement irreductible; 

(Hi) V action de GLn,k sur V est transitive et a stabilisateurs finis; 

(iv) pour chaque extension K de k, chaque objet de Q [K) se releve en un point de 
V {K) via TT. 

En particulier, a cause de (Hi) et (iv), si K est une extension de k telle que Q [K) ^ 
0,^ la K-variete V est isomorphe au quotient de GLn x par un groupe fini. 

Remarques 4.2.2. 

(a) Dans la remarque 5.2(b) de [DDMOl], il est montre que Ton peut en fait prendre 
pour /c-algebre L une extension galoisienne finie de k, auquel cas F est I'ensemble des 
couples (cr, </?) oil cr G Gal {L/k) et (f : ax x est un isomorphisme dans la categorie 
(en fait, le groupoi'de) Q (L). II y a une structure de groupe sur F pour laquelle la 
projection naturelle F — Gal {L/k) est un morphisme surjectif, et le noyau H = H (L) 
est le stabilisateur fini dont I'existence est donnee par le (iii) de la proposition 4.2.1. 

A la gerbe Q est aussi associee une extension (cf. [Gi71], [Sp66]) 

^ ^ (£) : 1 ^ ^ F ^ Gal (L/k) 1 

definissant une action exterieure Ch de Gal {L/k) sur H = H{L), et une classe de 
2-cohomologie notee [Q] dans {L/k,CH) ^ {k^Cu)- 

(b) On obtient les memes conclusions en remplagant dans la proposition 4.2.1 GL„ par 
SLn {cf. remarque 5.2(c) de [DDMOl]). 



Une construction fondamentale 

Partons de I'extension (£) de la remarque precedente: 

(£) : 1 ^ F ^ Gal {L/k) 1 

^Ce qui signifie que I'ensemble d'objets Oh{Q {K)) de la categorie fibre de Q au-dessus de Spec -fsT est 
non-vide; par la suite, nous fairons systematiquement cet abus de langage. 
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r est un groupe fini; on peut done le plonger dans SL^ pour un eertain n, ee qui eonduit 
au diagramme suivant: 

(D): 1 -r -Gal(L/A;) -1 

I 

I 

T V 

1 *- H *- SL^^k - - ^ SL^ il H > 1 

SL^ j^/H n'est pas un groupe, puisque H n'est pas necessairement normal dans SL^^k- 
C'est seulement un /c-espace homogene (toujours au sens de Springer [Sp66]), d'ou la 
presence des pointilles dans le diagrammme precedent. La fleche verticale 

Gs\{L/k) 

I 
I 

V 

donne lieu a un 1-cocycle dans {L/k; SLn, H), qui represente precisement la classe du 
fc-espace homogene V du (2) de la proposition 4.2.1. La A:-gerbe Q ~ [V/SLn] (associee a 
(£)) s'interprete alors comme la gerbe des relevements du A;-espace homogene V a SL^. 
En d'autres termes, [Q] est I'image de V par le cobord (c/. [Sp66], [Do76]) 

5^ : (L/k; SLn, H) — > (k, Ch) 

Dans la suite, nous appellerons presentation de ^ = [y^/S'L„] un couple (V,7r) comme 
dans la proposition 4.2. L 

Remarque 4.2.3. La proposition 4.2.1 traduit en particulier le fait que les deux groupes 
de Brauer d'un schema (cohomologique et "Azumaya") coincident lorsque ce schema est 
un corps. En effet, si ^ e H'^ {k,Qrn), alors il existe un n tel que Q e if^ {k,iin), puisque 
le groupe de Brauer d'un corps, et plus generalement d'un schema regulier [Gr68], est de 
torsion. Par consequent, G est un champ de Deligne-Mumford, et il existe un entier n' et 
un /c-espace homogene V de SLn' avec isotropic /x„ tels que 

g ^ [v/SLn'] 

Remarquons que I'entier n' peut etre different de n, et c'est en particulier le cas pour le 
corps kM construit par Merkurjev dans son article sur la conjecture de Kaplansky [Me91]: 
il existe un element de {kM, (^^2) qui ne provient pas d'un element de if ^ (/cm, PGL2) — 

{kM', SL2, 112) (mais qui est atteint par un element de {kM, PGL^)). 

Cependant, I'espace homogene V n'est autre que la variete de Severi-Brauer pre-image 
de Q par le morphisme naturel 

Br Azk {k, G^) 

et on retrouve ainsi le point de vue de [EHKVOl]. 
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4.3 Invariant de Brauer-Manin d'une k-gerhe locale- 
ment liee par un groupe fini 

Les /c-champs algebriques (en particulier les fc-gerbes qui sont des champs de Deligne- 
Mumford) sont des generalisations de la notion de schema. Par suite, il est tout-a-fait 
naturel de definir I'obstruction de Brauer-Manin d'une fc-gerbe de maniere analogue a 
celle d'un A;-schema. 

Soit done Q une A;-gerbe, qui est un champ de Deligne-Mumford. Le site etale de Q 
est defini au chapitre 12 de [LMBOO]. Le groupe de Brauer Br^ = Hj^ (G.Gm) est defini 
dans [SGA4-V] (ou, d'une maniere plus generale, la cohomologie d'un topos localement 
annele est definie). II existe une suite spectrale (cf. [SGA4-V], prop. 5.3): 

= {k, H% {g, Gm)) =^ m^'^ {g, Gm) = e^^" 

qui permet de definir Br'^**^, Br"^^^ et Bra^ comme pour les varietes. Plus precisement: 

Br""*^ = im {E^''^ = Br A; — > Br g ^ E^} 
Br"'^^ = kcr {E^ = Br^ — > Br^ = E^'^} 

Br g 

Soit (V,7r) une presentation de g (d'apres nos hypotheses, on a done g ~ [V/SLn]). 
Posons: 

On a: 

U{g)cU {V) C U (SL^-,) = SL^, = 
L'analogue de la suite exacte (2) associee a la suite spectrale precedente implique alors: 

Br„^ ^H^(k,PicQ) 

^ (A;,Hom {H,Gm)) 

car il est bien connu que Hi (g) =H {cf. [No02]), et finalement: 

Brag ~ [k, f ) (4.3) 

Si K est un corps qui est une extension quelconque de k, nous pouvons definir un 
accouplement: 

g{K)xBrg BrK 
(x, b) I — > h (x) 

ou I'image h (x) pent etre interpretee de difi^erentes fagons (B designe ci-dessous un 
representant de h): 

(i) h (x) est la gerbe residuelle de B au point x du champ algebrique g = [V/ SLn] ; 
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(ii) comme dans la section 2.3, x pent etre vu comme une section au dessus de Spec K 
du (l-)morphisnie structural Q — * Spec A;; autrement dit, c'est un (l-)morphisme 
rendant commutatif le diagramme (de morphismes de champs) suivant: 



SpecX 




Spec k 



B etant une gerbe sur Q, on pent considerer la gerbe image inverse x*B de B par 
le morphisme x; la gerbe x*B ainsi obtenue correspond exactement a b{x); elle est 
obtenue par pull-back a partir de x et de B: 

.B 



x*B 



Spec K 



Spec k 



De plus, si H abelien, toute i^-section de la gerbe Q {i.e. tout objet de Q (Kj) est 
un i/-torseur sur Spec K [Q est par definition localement equivalente a la gerbe Tors H] 
I'existence d'une i^-section implique que Q\k est equivalente a la gerbe des i/-torseurs 
sur K). Si on suppose que K est un corps local, on obtient alors I'enonce suivant: 

Proposition 4.3.1 (Cas local). Soient K un corps local, Q une K -gerbe liee par un 
groupe abelien fini H et (V,7r) une presentation de Q. Le diagramme suivant est commu- 
tatif: 

{Acc.l) V{K) X BiaV 



(Acc.2) G{K) X BiaQ 



ou: 



{Acc.3) {K, H) X [k, 

• V accouplement {Acc.l) : V {K) x Br„V" — ^ Q/Z est defini comme suit: a un point 
X deV {K), et d une classe b dans Bra^, on associe: 

{x, b) = [s, {b)l 

Sx designant la section"^ induite par x de la projection canonique p (cf. [BKOO]): 



BnX—^BiaX 



''En effet, I'existence d'un point ii'-rationnel entrame que la suite: 

— >BvK — > BriF — > BvaV — > 



est scindee. 
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• r accouplement (Acc.2) : Q (K) x BvaS — > Q/Z est defini de la meme maniere que 
(Acc.l); 

• r accouplement (Acc.S) : (^K,H) x (^K,H^ — > Q/Z est V accouplement de 
Tate pour les corps locaux. 



k etant un corps de nombres, nous pouvons definir pour toute place v dek 1' accouplement: 



g (ky) xBv^g ^ 

{x,b) I — > mvv{b{x)) 

ou comme d'habitude inv„ est I'invariant donne par la theorie du corps de classes, et b (x) 
est la classe dans Br de B^, oil B est un representant de b. Supposons maintenant que 
g (ky) soit non-vide pour toute place v de k, et restreignons nous au sous-groupe B (g) 
de Bra^ defini par: 

B (g) = ker \ Bvag H ^"^^ 
Nous definissons ainsi un accouplement: 

(-,■>: lls{K)x^{g) Q/Z 



ou b est un releve de b dans Bri^. Par analogic avec la definition usuelle de cet ac- 
couplement (c/. section 2.3), {{xy),^,b) ne depend pas de et {{xy)^,b) ^ est 
une obstruction a I'existence d'une section fc-rationnelle de Spec k {i.e. d'un objet de la 
categoric fibre g {k)). Nous obtenons de cette fagon un element bien defini: 

mn (g) e B {gf = Hom (B (g) , Q/Z) = Hom (ui^ (A;, f ) , Q/z) 
puisque: B{g)^ui' (^k, (c'est une consequence immediate de I'isomorphisme (4.3)). 

Proposition 4.3.2 (Cas global). Soientk un corps de nombres etg une k-gerbe. Pour 
toute presentation (V,7r) de g -. 

B{V)^B {g) 
et mji [g) est egale a I'image de m-n (V) par I'isomorphisme: 

BiVf ^B{gf 
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L'isomorphisme B (V) B (Q) resulte de Tisomorphisme 

{k, Pic V) ^ {k, Pic g) 

ce dernier etant induit par les isomorphismes composes 

{k, Pic V) « (^k, f« {k, Pic 0) 

Nous avons le diagramme commutatif: 

UV{k,) X B{V) 

Q/Z 



dans lequel la surjectivite de la fleclie de gauche provient de la proposition 4.2.1(iv). On 
a vu que le calcul de m-^ (^) ne dependait pas de la famille {xy)^ choisie dans Y\ G {K)- 

De la meme maniere, on salt que le calcul de m-^ (V) ne depend pas non plus de la famille 
{yv)y choisie dans Y\ V{kv)- Pour calculer m-^(y), on pent done prendre pour (y^)^ 

n'importe quel relevement de la famille (a;^)„. On en deduit que m-n (Q) n'est autre que 
I'application composee: 



B ((?) ^ B {V) 



rnniV) 



/Z 



on mu {V) e B {Vy est donnee par: 



{iyv)y,b) 



Dans la suite, nous verrons I'element m-^ (V) comme un element de III^ ( k, H 



D 



4.4 1/2-theoreme de Tate-Poitou pour les groupes non- 
abeliens 

Theoreme 4.4.1. Soient k un corps de nombres, H un k-groupe fini, Ch un k-lien 
localement representable par H. L'application 

mn- m^{k,CH) — > m^(k,Ry 

[g] I — > m-H (G) 

oil III^ (k^Cn) designe Vensemble des classes d'equivalence de gerbes localement liees par 
H admettant partout localement une section (i.e. qui sont partout localement neutres), se 
factorise par 




D 
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oil ah est V application d'abelianisation naturelle, et I'isomorphisme vertical est fourni par 
la dualite de Tate-Poitou. 
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Remarque 4.4.2. 

On peut etendre le theoreme 4.4.1 au cas ou H est un /c-groupe lineaire, i.e. au cas ou les 
fc-gerbes considerees ne sont plus de Deligne-Mumford. Ceci peut de faire en remplagant 
dans la construction fondamentale (de la section 2) SLn par GL„. Le theoreme 4.1 peut 
alors etre complete par les deux resultats suivants: 

1. Si H est un k-toie T, m-n prend ses valeurs dans III^ ik,X* (T))^: 

mn ■ ni^ {k, T) — y UI^ {k, X* {T)f 

et coincide avec I'isomorphisme donne par la dualite de Kottwitz pour les tores 
[Ko84]. 

2. Si H est un /c-groupe semi-simple, alors III^ (^k, = et 

mn : ni^ (A;,£jj) — > UI^ (k,Hy ^0 

est I'application nulle. On sait d'apres [Bo96] dans le cas semi-simple (resp. d'apres 
[Do76] dans le cas semi-simple simplement connexe) que toutes les classes de 

(k, Ch) {resp. de //^ {k, Ch)) 

sont neutres. Ainsi I'obstruction de Brauer-Manin est la seule dans le cas semi- 
simple. Compte tenu de la remarque (1) precedente, on en deduit que le meme 
resultat vaut dans le cas des groupes reductifs connexes, puis dans le cas des groupes 
connexes ([Bo93]). 
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Glossaire des notations 



BvazX, groupe de Brauer-Azumaya de X, XI 
Br X, groupe de Brauer cohomologique de X, XI 

Set, site etale de S, 5 

Ga,s, groupe additif de S, 6 

Gm,s, groupe multiplicatif de X, 6 

lin,s, faisceau des racines n^""^* de I'unite sur S, 7 

S^t, topos etale de S, 8 

ados (P), faisceau des automorphismes du Gs-torseur P, 8 

Tors {S, Gs), categorie des Gs-torseurs sur le site etale de S, 9 

Bitors {S; Hs, Gs), categorie des {Hs, Gs')-bitorseurs sur le site etale de S, 14 

Tors(A;,G'), gerbe des G-torseurs sur le site etale de k, 20 

Asc {k,n), gerbe des algebres simples centrales d'indice n sur le site etale de k, 21 
SB {k,n — 1), gerbe des fc-varietes de Severi-Brauer de dimension n — 1, 21 
Tors(S', G5), gerbe des G^-torseurs sur le site etale de S, 21 
LBun (S), gerbe des fibres en droites sur le site etale de ^S", 24 
VBun {n, S), gerbe des fibres vectoriels de rang n sur le site etale de S, 24 
Az{n,S), gerbe des algebres d'Azumaya d'indice n sur le site etale de S, 24 
D (P) , k-gevhe des modeles de P, 25 
d{Xp), gerbe associee au type Xp, 26 

(FAGR/iS), champ des faisceaux de groupes sur le site etale de S, 30 
FAGR{S'), categorie des faisceaux de groupes sur le site etale de S', 30 
[Lien/ S), prechamp des liens sur le site etale de S, 30 
(LIEN/S), champ des liens sur le site etale de S, 30 
lien G, lien represente par G, 30 

{S,jC), ensemble des classes d'equivalence de 5'-gerbes de lien C, 33 
R^TT^Gx, premier foncteur derive a droite du faisceau tt^Gx, 41 
H'^ {X, Gx^, partie transgressive de H'^ {X, Gx), 42 
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groupe de Brauer transgressif de X, 44 
B^aX, groupe de Brauer transgressif de X modulo les constantes, 45 
B (X), noyau de Br„X Br„ {X ky), 45 

{k, Pic X) , noyau de {k, Pic X) ^ J]^ i/^ {k^, Pic X) , 45 

■mH{X), obstruction de Brauer-Manin de X, 45 
Qfc, ensemble des places du corps de nombres k, 54 
Afc, anneau des adeles du corps de nombres k, 54 
X (Afc), ensemble des points adeliques de X, 54 
inv^, invariant local, 56 

x^b, image inverse d'une algebre d'Azumaya par un /c^-point, 57 
{k, H), noyau de //^ fj^ ^ [k^^ h), 60 

v&VLk 

m-H {Q), obstruction de Brauer-Manin de la gerbe Q, 61 

X (Afe) , points adeliques de X Brauer-Manin orthogonaux a 61 

Bi\X^ partie de Br X associee au type A, 63 

Br Q, groupe de Brauer de la gerbe Q, 87 



Resume 



Soient k un corps de caracteristique nulle et G un A;-groupe algebrique lineaire. II est 
bien connu que si G est abelien, les torseurs sous Gx sur un /c-schema vr : X ^ Spec k 
fournissent une obstruction a I'existence de points /c-rationnels sur X, puisque la suite 
spectrale de Leray: 

W r , {RH.Gx) =^ R^+T X {Gx) 
donne dans les bons cas {e.g. X propre) une suite exacte de groupes: 

Q^H^ {k, G) {X, Gx) {X, Gx)""^'^^^^^ ^ {k, G) {X, Gx) 

sur laquelle on pent directement lire I'obstruction a ce qu'un Gx-torseur P — > X de corps 
des modules k soit defini sur k, i.e. qu'il provienne par extension des scalaires a la cloture 
algebrique ^ de A; d'un Gx-torseur P — > X. Le point crucial est que cette obstruction est 
mesuree par une gerbe, qui est neutre lorsque X possede un point A"-rationnel. On essaye 
ici d'etendre ce resultat au cas non-commutatif, et on en deduit (sous certaines conditions) 
des obstructions cohomologiques non-abeliennes a I'existence de points fc-rationnels sur 
X , et des resultats sur la descente des torseurs. 

Mots-cles. Points rationnels, (bi-)torseurs, champs, gerbes, cohomologie non-abelienne, 
obstruction de Brauer-Manin. 

Abstract 

Let k he a field of characteristic and G a linear algebraic /c-group. When G is 
abelian, it is well known that torsors under Gx over a /c-scheme ir : X ^ Spec k provide 
an obstruction to the existence of /c-rational points on X, since Leray spectral sequence: 

r , (P%,Gx) ^ P^+T X (Gx) 
gives rise (when X is "nice", e.g. X smooth and proper) to an exact sequence of groups: 

O^H^ {k, G) {X, Gx) {X, Gx)^'''^''^'^ ^ {k, G) {X, Gx) 

This sequence gives an obstruction for a Gx-torsor P — > X with field of moduli k to be 
defined over A", i.e. to be obtained by extension of scalars to the algebraic closure k of k 
from a Gx-torsor P ^ X . This obstruction is measured by a gerbe, which is neutral if X 
possesses a A;-rational point. We try to extend this result to the non-commutative case, 
and in some cases, we deduce non-abelian cohomological obstruction to the existence of 
A;-rational points on X, and results about descent of torsors. 

Keywords. Rational points, (bi-)torsors, stacks, gerbes, non-abelian cohomology, Brauer- 
Manin obstruction. 



